VISESTRUKI INTEGRALI - ZADACI (IV DEO)

IZRACUNAVANJE ZAPREMINE PRIMENOM DVOJNOG INTEGRALA

Pre nego li krenete sa prou¢avanjem ovog fajla, obavezno pogledajte fajl “NEKE POVRSIU R*” iz vise
matematike. U vecini zadataka ovde je neophodno nacrtati sliku u prostoru, a zatim kad nadjemo presek, spustimo

problem u ravan da bi odredili granice.

Da se podsetimo teorijskog dela:
Zapremina cilindra, koji odozgo ograni¢ava neprekidna povrs definisana jedna¢inom z=z(x.,y),
odozdo ravan z=0, a sa strane prava cilindri¢na povrs, koja u ravni xOy iseca neku oblast D,

data je formulom:

V= J.'[z(x, v)dxdy
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Dakle, dvostruki integral izracunava zapreminu tela ISPOD date povrsi u odredjenim granicama.

Evo nekoliko primera:
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Primer 1.

. . . .oX z .
Naci zapreminu tela ograni¢enog sa ravni — + Y21 x=0, y=0, z=0

a b c
Resenje:

Nacrtajmo najpre sliku u prostoru:

v

X

Sada problem spustimo ’spustimo’ u ravan xOy ( to jest z=0) i dobijemo:

Odavde odredjujemo granice!
Jasno je da x ide od 0 do a.

Odredimo pravu kroz a i b, jer z prvo udara na x= 0, pa onda na tu pravu:

Lz:Hz:l_z%y:b(l_zjﬁ ogygb(l_z}
b b a a

Sad ra¢unamo zapreminu pomoc¢u malopre navedene formule:



. b(l—g)
V= J;;[z(x, y)dxdy = bfdx J- c(1 —%—%)dy

0

Resimo najpre:
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Vratimo se u racunanje integrala:

V:ﬂz(x,y)dxdy:j- 02 (1—2 izzjdx:
D 0

a a

a_cb( a’ a3j_cb'2 abc
3

Zapremina koju smo dobili je ustvari zapremina trostrane piramide !
Pogledajmo jos jednom sliku:
z

C

a

X

Naravno , ovde je mnogo lakse izraunati zapreminu preko klasi¢nih formulica ( iz srednje Skole pa i osnovne)

. : v a e .
Ako uzmemo da je baza trougao abO, njegova povrsina je B = 5 visina piramide je ocigledno c, pa imamo:




Primer 2.
Izradunati zapreminu tela ograniéenusa z=x"+)" i z=x+y
Resenje:

Ovde se radi o paraboloidu z = x” +»* iravni z = x+ y koja ga sece.

z=x+Yy

\ 4

Trazena zapremina je zapremina unutar paraboloida koju sa gornje strane ogranicava ravan .

Nadjimo presek i projektujmo ga u xOz ravan.

X+ =x+y

X —x+y’ —y=0

+

1
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x—x+1+ l
YTy
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Uvodimo polarne koordinate:

1

X=rcosQ+—
—>|J|:r

=rsin@+—

y 4 >



¥ COS +l—12+ rsin +l—lz—l
v 2 2 v 2 2 2

rr==—>r=—=—-0<r<
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Pogledajmo sliku u ravni jo§ jednom...

Ugao obilazi ceo krug, paje 0<¢p<2rx

Ovde se radi da od zapremine ispod ravni moramo oduzeti zapreminu ispod paraboloida:

V= [[(21(e.2) =2, (x.0) ddy

Ajmo ovo malo da prisredimo i da ubacimo smene:

(zl(x,y)—zz(x,y))=(x+y—(x2+y2))=—(x2+y2—x—y)z—(xz—x+%+y2—y+%—%j:
1 Lo Y T (1o 1) |1 5
=—((x—5) +(y—5) —Ej—z ((x 2) +(y 2)) 5T

1

e b
V= [ -ty = fap ] (3= par=Tao [ [ 5 o

2ﬁ(77j%2,, (Jlfj 153 LR
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Primer 3.

2 2 2 2 2 2
X

IzraCunati zapreminu tela ograni¢enu sa — +% +—5=11 5+=5=
a c a

(z>0,a>0,b>0,c>0)
Resenje:

Ovde se radi o elipsoidu i konusu. Pogledajmo sliku:



v

Trazena zapremina je izmedju ova dva tela. Odozgo je elipsoid a odozdo konus!
V= [[(z060)=2,(x, ) dvdy
D

Nadjimo granice reSavajuci sistem I nacrtajmo taj presek u ravni xOy.

2 2 2 2
X y y
a2t ety
2 2
X 1
x L r 1
a b 2

Dakle, presek je elipsa po kojoj uvodimo smene:

y

Uvodimo elipticke koordinate:

X =arcoso
} —>|J|=abr
y=brsing

Pogledajmo sliku u ravni z = 0 ('elipsa)

Ocigledno da ugao uzima ceo krug: 0<@p <27



A sli¢no kao u prethodnom primeru:

(reosp)’ +(rsing)’ :%
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Pre nego krenemo u racunanje zapremine moramo izraziti z iz obe jednacine:

2 2 2
Xy oz
S Aa—— | 2 2 2
PRSI x2 yz:Z2

a b c
Zz_l x2+y2 : 2
CZ a2 b2 Zz :cz xz n yz

a b

z, =+c-N1-r’ z, =+c-r

Posto je elipsoid odozgo a konus odozdo, od zapremine ispod elipsoida oduzec¢emo zapreminu ispod konusa.

2r % 2r
V= J..f(zl(x, y)—z,(x, y))dxdy = .[ d(z)J. (C\/I—r2 —cr)abrdr = abcj do
0 0 0

D

2

o!—.%‘.—

(rm—rz)dr

-7 =1
Sad ovaj integral nije tesko resiti: U prvom je smena |—2rdr = 2tdt| , drugi odmabh tabli¢ni:
rdr = —tdt

Dobijamo zapreminu: |V = ab; z (2 -2 )




Primer 4.

Izradunati zapreminu tela ograniéenusa z=x>+y>, xX’+y° =x, X’ +y* =2x ,z=0.
Resenje:

Ovde se radi o paraboloidu koga isecaju dva konusa...

Spakujmo najpre konuse:

X'+ =x
X —x+y'=0 X' +yt=2x
2 2
1 1 _ x =2x+y =0
2 2
Xt ——— = 1
o x+4 4+y 0 x2—2x+1+y2=1
2 2 2
(x_lj . (x=17 47 =1
2 4
Pogledajmo sliku u prostoru:
AZ
y
i
X/

Trazena zapremina je ispod paraboloida , ali samo u delu izmedju ova dva konusa.

Znaci da ¢e nam konusi dati granice po kojima radimo...




Sad uzimamo polarne koordinate i odredjujemo granice:

x:r09s¢}_)|J|:r
y=rsing

x4y =x X' +y =2x
rP=rcosg 1 r> =2rcose paje |cos¢£r£2¢os¢>|
7 =CcosQ r=2cos@

Ugao uzima vrednosti iz prvog 1 ¢etvrtog kvadranta ( vidi sliku)

NN

<<

oy

Znaci , izracunavamo zapreminu ispod paraboloida koji odsecaju ova cilindra.

Va

2cosp 2COS¢ 15

V= Hz(x y)dxdy = jd(oj r rdr—j Q=

— | cos*pdo
cosQ 4

_ cosgp i
2 2

Nm'—..\)m

Posto postoji simetrija u odnosu na x osu, odnosno ta dva dela zapremine su jednaka, lakSe nam je da :

Da bi resili ovaj integral , malo prepakujemo podintegralnu funkciju:

cos’ @ =cos’ @-cos’ @ =cos’ @-(1—sin’ @) =cos’ p—sin’ pcos’ p =
l+cos2¢ 11-cosdg

= Cos go—%sm @cos’ @ = cos go—ism 20 = 5 1 2 =

_I+cos2¢p 1-cosdp
2 8

Sad nije tesko resiti ove integrale...

Dobijamo resenje:

457
32

V=




Primer S.

Izracunati zapreminu tela koje ograni¢avaju povrsi:
x’+4z°=2y i x*+4z°=(y—-4)* akoje 0<y<4
Resenje:

Pazite , tela nisu sada data duz z ose ve¢ duz y ose!

To ne menja stvari, razmisljanje je isto, samo malo korigujemo formule.

y

X +4z8 =(y-4)’

x2+4z7 =2y

v
N

Odozdo je paraboloid a odozgo konus. Pazite, konus ne krece iz nule, ve¢ iz 4. (y-4=0 paje y=4)

Da nadjemo preseke:

2y=(y-4y
Y —8y+16-2y=0
y* =10y +16=0
10£/100-64 10+6
Yin = 5 = > >y =8Ay,=2

Zbog 0<y<4 uzimamodajey =2.
Onda je :

X' +4z° =2yAy=2

x'+4z° =4

—+z" =1| Ovo nam je odlast D uravni y =0
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Imamo elipsu:

v

Uzimamo:
xX=2rcose .
) —>|J|:2r onda je
z=rsing
2 2
iz o1 B rsingy <15 7° <1502, 21]

Ugao uzima vrednosti za punkrug 0<p <27
Izrazimo y iz obe povrsi:

X' +4z° =(y—-4)°

x2+422:2y
y—4=4Jx"+42° 2 +4z2
y =
v =4- x> +4z° ’ 2

Zapremina ¢e biti kad od zapremine ispod konusa ( odozgo) oduzmemo zapreminu ispod paraboloida:

x> +4z°

V= ﬂ(yl(x, z) =y, (x, z))dxdz = .[J-(4— x*+4z° - jdxdz =

:Lj 4- 4(§+22J—@ dxdz_g(4—2\/@—2(%z+zzndxdz

Sad kad smo malo prisredili prelazimo na polarne koordinate:
x2 2z 1
V= I (—+z j 2(?—’_22} dxdz=jdgoj(4—r—2r2)rdr:
0 0

1 2 3 4

roor r*)|1l 1 1 1 1 1
(4r—r2—27Vir=2¢ | 4T 2" || =2p.[4————2-|=2p[2———
=20]( ¢(23 4}0 (0(23 4} q)( 32)
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