VISESTRUKI INTEGRALI - ZADACI ( II DEO)

Dvostruki integrali-reSavanje

Primer 1.

2
Izracunati integral ”1 al ~dxdy akoje 0<x<110<y<l]
p Aty

ReSenje:

Ovde su nam odmah date granice integrala pa ne moramo crtati sliku i odredjivati ih.
Uvek je pitanje da li je lakse raditi prvo po x pa po y ili obrnuto...

Pogledajte najpre dati dvojni integral, razmislite malo pa tek onda krenite sa radom...

Mi ¢emo prvo reSavati ovaj integral po X pa onda po y...

dx neki profesori vole da zapisu i ovako:

jo —dxdy = jdyj

[l [ 1

Dakle, najpre reSavamo integral u zagradi. On je “po x” pa ovde y tretiramo kao konstantu!

ijl ~dxdy j( jd jH [ dejd

Resi¢emo ga ““ na stranu ”

dedy Vi naravno radite kao Sto zahteva vas profesor...
+y°

1 3 1
szdx:x—
0 310

1
3
Sad ovo reSenje ubacimo u dvojni integral:
x2 1
2
'Ul ~dxdy = J-[ ( dedy '([

o1ty
(arct 1—arctg0 =l(£— 0)=
=3 laregl—arcig0) =5

Tdy =

I evo resenja.
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Primer 2.

Izracunati integral ﬂ xsin(x+ y)dxdy akoje 0<x<z 1 0
D

IA
~
IA
oy

Resenje:

I ovde odmah imamo granice, pa slika ne treba...

= |
sin(x + y)dy = j X j sin(x + y)dy |dx
0

0

Vi

H xsin(x + y)dxdy = I xdx
D 0

O 0 | N

Integral u zagradi reSimo na stranu:

T

SIS

sin(x+ y)dy =—cos(x+ y) 2= —[cos(x + %) —cos(x+0)]=—{cos(x+ %) —cos x]
0

. . . V2 . .
Iz trigonometrije znamo da je cos(x +E) =—sinx paje

3 z
'[sin(x + y)dy =—cos(x+y)| 2 =—[cos(x+ %) —cos(x+0)] =—cos(x+ %) —cosx]=—-[—sinx—cosx]
0 0

=sinx+cosx

Vratimo se u dvojni integral:

T

2

Vi

H xsin(x+ y)dxdy = I xdx h
D 0

j sin(x + y)dy |dx = j x(sin x + cos x)dx

0 0

Sty

sin(x + y)dy =Ix
0

Ovde imamo parcijalnu integraciju , za oba integrala...

x=u sinxdx=dv

T
jxsinxdx = ——xcosx—j(—cosx)dx:
0

kx=du —-cosx=v

T

0 (-mcos+sinz)—(-0cos0+sin0)=-z(-1) =7

=(—xcosx +sin x)
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- x=u cosxdx=dv ) )
jxcosxdx: i :xsmx—jsmdx:
0 dx =du sinx=v
. T . .
=(xsinx+cosx)| =(zsinz+cosz)—(0sin0+cos0)=-1-1=-2

Resenje ¢e biti:

T

V4 2 V4
sin(x + y)dy =Ix Isin(x +y)dy |dx = Ix(sin x+cosx)dx =

0 0 0

O o |y

” xsin(x + y)dxdy = Txdx
D 0

Kao Sto ste videli ovaj dvojni integral smo prvo reSavali po y pa onda po X.
Da 11 bi bilo lakSe da smo isli obrnuto?
Da vidimo:

1I nacin

s

2(x
J-.[ xsin(x+ y)dxdy = J-U xsin(x + y)dxj dy
D 0o\o0
Integral u zagradi reSi¢emo na stranu , kao neodredjeni , pa ¢emo mu dodati granice:

I xsin(x + y)dx=?
0

. x=u sin(x+y)dx=dv
.[x sin(x + y)dx = =—-xcos(x+y)— .[ [—cos(x+ y)]|dx =
dx=du —cos(x+y)=v
=—xcos(x+ y)+sin(x+ y)

[~z cos(z + y)+sin(z + y)]-[-0cos(0+ y) +sin(0 + y)] =

xsin(x+ y)dx = —xcos(x+ y) +sin(x + y) 7(: =

| ow—x

—cos(z + y)+sin(z + y)—sin y

Vi

H xsin(x + y)dxdy = j[ x sin(x + y)dxj dy =

—7cos(z + y)+sin(z + y)—sin y)dy =

o'—.N\N

D

T
= (—7zsin(7z+y)—cos(7r+y)+COSJ’) 5 =
0

= (—7[ sin(r + %) —cos(7 + %) +cos %J — (7 sin(z +0) —cos(7 +0) +cos0) =

=7—0+0—(0+1+1)=[z-2]

Mozda malo brze...Bitno je da je reSenje dobro!



Primer 3.

Izracunati integral H xy’dxdy  ako je oblast integracije ograni¢ena parabolom y* =2x i pravom x = )
D

Resenje:

Najpre ¢emo odrediti preseke 1 nacrtati sliku:

Presek odredjujemo reSavajuci sistem jednacina.
V' =2x

1
X=—
2

y? =2%—>y2 :1—>y:i1—>M(%,—l)/\N(%,1)

y A
2 .
17—
pox ‘i1 2 3 4 X

-1

B
-1<y<1

Slika nam pomaZze da odredimo odlast D' 2 1 ( pogledajte prethodni fajl )
—<x<—
2 2

Sad imamo:

! 1
2

1 2 1
I dyj xy’dx = I j xy’dx [dy  Prvo re§avamo integral u zagradi:

-1y -1y
2 2

H xydxdy =
D



Vra¢amo se u dvojni integral:

ﬂxy dxdy = Idijy dx = ( [ -y ]jd =

yZ

Primer 4.

Izradunati ” JX*+y*dxdy ako je oblast D zadata sa x*+y’ <a’
D

Resenje:

Pogledajmo sliku:

U ovakvim slucajevima, kad je zadata kruznica, zgodno je prec¢i na polarne koordinate:

X=rcos¢e
y=rsing
]=r

I onda se integral reSava:

”z(x v)dxdy = ”z(r Cos @, rsin ¢J)|J|drdgo J.dgoj z(rcos @, rsin @)rdr

(2] 0



Najpre da odredimo granice:

x2 +y2 :az
2 . 2 2
(rcose)” +(rsing)” =a
r*(cos” ¢ +sin’ @) =a®> znamo da je cos’ @ +sin’ @ =1

=da>>r=a
Dakle r ide od 0 da a.

Posto nam ovde treba ceo krug, jasno jeda 0< @ <27

L 0<r<a .
Imamo dakle da je D= paje:
0<p<2rx

jjmdxdy jd(pN_rdr—j(jJ_rdrj :f

(j rzdrjdgo:

Kao i uvek , integral u zagradi re§Simo posebno...

a 3 3

rja a
,Ofrzdr:?():_
Sad imamo:
J:[«/x +y dxdy = J-d(pj-\/_rdr—.[(j\/_rdrjdq) I(J- 2drj
27 3 327
Y P d_a_ 27T:a_2_0:27m
! ¢3£¢3(p0 3 (27=0)=73
Primer 5.

Izradunati J.J-\/az —x*—y*dxdy ako je oblast D ogranidena sa x’+)* =da’, y=x,y=xv3 u

prvom kvadrantu.

Resenje:

Nacrtajmo sliku:



Koristicemo polarne koordinate:

X=rcosQ
y=rsing
[]=r

Odredimo granice zar 1 ¢:
x2 +y2 — aZ
(rcos@)’ +(rsing)’ =a’
r*(cos’ p+sin’ p)=a’

=a>>r=a
Dakle: ride od 0 da a.

Iz pravih y=x,y = x\/3 éemo odrediti odakle dokle ide ugao @

Da je podsetimo :

Prava y = kx+n ima koeficijent pravca k =tg@.
) . /4
Iz prave y =x je k=1 paje z‘g(p:1_>(p:Z

Iz prave yzx\/gje k=3 paje tggp:\/g_)(p:%

Dobili smo dakle da je :

IA
IN

r

IA
IA

4

o
I
&N o

a
z
3



Da reSimo sada integral:

‘”\/az —x> =y dxdy = ﬂ\/czz — (x> +y")dxdy =

wlN

Id@j\/az —r* - rdr
0

z
4

a
j NJa’ —r* -rdr ¢emo resiti na stranu i najpre bez granica...

3
J.\/a2 —r? - rdr =|-2rdr = 2tdt =I\/t—2(—t)dt=—.|.t2dt=—%:—

j.\/a2 —r? rdr=—
0

Hm ddy = ﬂm Ydxdy =

3
a
—d
3(0

BN |y

Primer 6.

Izracunati

Resenje:

Slika:

2 2 2
a —r- =t

(7

3
rdr = —tdt

)
3

w N

J.d(z)J.\/a —r? rdr =

&N

a
3

.U ln(x4d+y ) xdy ako je oblast D izmedju krugova x* + 3> =1 i

Dx+y

Uzimamo polarne koordinate:

x2+y2=€2



x2+y2=1 xz+y2=e2
X=rcose

y=rsing (rcosg)’ +(rsing)’ =1 (rcos@)’ +(rsing)’ = e’
|| =r r*(cos” p+sin’ p) =1 r?(cos’ @ +sin’ @) = €’

Dakle ,imamoda 1<r<e

Sa slike vidimo da ugao uzima pun krug 0< @ <27 .

In(x? +y) Inr? Y
[[—5—=2dxdy = jdjr Adr= [ do| —dr

D x+y 1 0 1

j2lnr _2jlnr

T

Inr=¢ 2

1—af tdt——=
'[ —dr— I

_.v._,m

jln’"d iln”l ne—In*1=1-0=1

J‘J‘ln(x +y )dd J’d J’ In 72 /d _27z <2 In 7 _2;; ~ ~
= a r—jdgoj r dr—_[d(o—Zﬂ—O—
0 1 0

X +y 1
Primer 7.

Izracunati integral ” xydxdy , gde je oblast D ograni¢ena Ox osom i lukovima krugova:
D

x*+y*=1 i x*+y*-2x=0 u prvom kvadrantu.

Relenje:
Da spakujemo drugu kruznicu, nadjemo preseke i nacrtamo sliku:

x4y -2x=0
¥ =2x+1-1+y>=0
(x=1Y>+y" =1

V3
2

Presek je: x2+y2—2x:0/\x2+y2:1—>1—2x:0—>x:%_>y:



Ovu oblast moramo podeliti na dva dela:

Prava koja prolazi kroz tacku preseka krugova i koordinatni pocetak je y = J3x ( kao jednacina prave kroz dve tacke,
pogledajte prethodni fajl)

Vi

X=rcos@
Opet ¢emo preci na polarne koordinate: ~ y =rsing
[]=r

Zaoblast D, imamo :

¥ +y =1
(rcos@)’ +(rsing)’ =1
r*(cos’> @ +sin’ @) =1

FP=lor=1

Dakle: 0<r<1

Ugao ide od x ose do prave y = JV3x paje 0<¢@<

w |y

10



Za oblast D, imamo :

X+ -2x=0
(rcos @)’ +(rsing)’ —2rcosp =0
r*(cos’ @+sin’ @) = 2rcos @

7> =2rcosgp —>r=2cos@

Odavde zaklju¢ujemo: 0<r <2cos¢@

Ugao ide od prave y = JV3x padoy osepaje <p<

oY
Wy

Imamo dakle:

0<r<i 0<r<2cose

D, : D, :
o<p<Z 2 T
2 3

Podintegralna funkcija ¢e kad stavimo smene biti:
Xy =rcos@-rsing=r’sin@cos

Da reSavamo sada integral:

T

1 2 2cos@

ﬂxydxdyzj-d(o.[rz sin¢cos¢-rdr+jd(p j r*singcos@-rdr =
D 0 0 7 0
3

2cos@
do j 7 sin @ cos pdr

0

O |y

1
algoj'r3 sin @ cos pdr +
0

W N —o [N

Svaki ¢emo posebno , pa ¢emo sabrati reSenja:

T

41 3
sin(ocosgodgo-% O:stingocosqod(p
0

3

3 |
do|r singpcosqodrzj'singocosgod(oj rdr =
0 0

S ey [N
© —
o t—w |y

sing =t 2 ¢in?
o :J'tdt:%:sm(p

Isinwcos¢d¢:

cospdo = dt



30 3 1 3 Pl 1sin?e z
Id¢jr3 singpcosqodrzj'singpcosgod(oj r3dr:Isin¢cos¢d¢-— == =
0 0 0 0 0 4 0 4 2
0
2
1(.27r .zjlﬁ 1(3) 3
=—|sin"——-sin" 0 |==—| — | ==| = |=|—=
8 3 8l 2 8\ 4 32
Sad drugi:
% 2cosp , % 2cos@ , % }/_4 2COS¢
d 7’ sin ¢ cos @dr = | sin ¢ cos pd r’dr=|sinpcospdp-— =
l (pl P cos p I ¢ cos (ﬂ{ f peospdp-—-| "
3 3 3
3 s 3
=Isin(pcos¢-l6c¥d¢:4jsin¢cossgodgo:
3 3
Na stranu kao neodredjeni pa vratimo granice...
. cosp=t t cos® ¢
sinpcos’ pdp = = [far=—"=—
I 4 pae —sinpdp = dt I 6
z r 6 T 6T 1
4isin(pcoss¢d(p:4 _Los @2 _ [COS —COS 3]:_4[()_ﬁ]: 1
’ 6 V4 6 6 6 96
; 3
Kona¢no je:
% 1 ) % 2cos@ ) 3 1 5
xydxdy = | dep|r°sinpcos@-rdr+ | d resinpcos@-rdr =—+—=|—
gyylco{ P cos p l(pj.; peosg-rdr =—+ o= |
3

I ovo bi bilo reSenje naseg zadatka. ALI!

PREVIDELI SMO JEDNU STVAR!

Ovde postoji 1 druga moguca oblast!

Pogledajmo sliku opet.



\

I ova oblast je ogranic¢ena datim kruznicama i x osom u prvom kvadrantu!
Pazite na ovo, zadatak moze biti iz dva dela a da vam to profesor ne napomene...

Ovde bi bilo:

1<r<2cos¢

D, :
) 0<p<Z
3

Sli¢nim reSavanjem kao malopre bi dobili:

H xydxdy = j d(psz r>singcos@-rdr = jd(pz?w 7 sin @ cos pdr = 2
D 0 1 0 1 16

Primer 8.

Izracunati vrednost integrala ﬂ (¥ —x)dxdy ako je oblast ograni¢ena pravama
D

y=x+I
y=x-3
— Lyl
Y73
1
=——=x+5
4 3
u=y—x
stavljajuci da je: v:y+%x

ReSenje:



Da se podsetimo:

Ako se sa x=x(u,v) 1y=y(u,v) , gde su ovo neprekidne i diferencijabilne funkcije , realizuje jednoznacno
preslikavanje ogranicene i zatvorene oblasti D u ravni xOy na oblast D" u ravni uOv i ako je:

J=—D(x’ Y) #0
D(u,v)

Onda vazi formula:

”Z(x, y)dxdy = Hz[x(u,v),y(u,v)]|J|dudv

Nemamo mnogo da mozgamo, jer su nam dati i v.

Ovde nam je prvi poso da izrazimo X iy :

U=y-—x

3
u+3dv=4y ->\y=—u+-—v

—3u=-3y+3x
3v=3y+x

SBu+3v=4x—> x=—§u+§v
4 4

Sad trazimo Jakobijan koji mora biti razlicit od nule:

303

Dx,y) | 4 4 9 3 12 3

Duy) |1 3 16 16 16 4
4 4

Naravno, mi uzimamo apsolutnu vrednost ( po formuli J- .[ z(x, y)dxdy = J- .[ z[x(u,v), y(u,v)]|J |dudv) to
D D’

jest , kod nasje |J| :%

14



Kako odrediti graniceza u i v ?

Posmatrajmo granice pox 1 y:

=x+1 —-x=1 =1
et }—)y g }—)u }—)—3£u£1

y=x-3 y—x=-3 u=-3
1 7 1 7
PTTEE|LUTE| _v—| T
- — 3:—>|—=<v<5S
——lx+5 +lx—5 v=>5 3
y 3 y3

U datom integralu moramo zameniti x iy iz onog Sto smo izrazili:
1 3 3 3 3 1 3/ 3 3 3
_[J(J’—X)dxdy Z_LI((ZM +ZV)—(—ZU +Zv)j-zdudv z'[;[[zu+;4+zu—;4)zdudv =
5 1 5 2 1 5 2 _7)\2 5
:J‘J‘u-édudv:.[ éJ‘ua’u V=§J‘ L V=§J. L& v:éj(—4)dv:
5 4 4 49 2|3 4712 2 47
3

AN
3

w |

=-3| dv=-3v

7 8
:_3(5_5):_33:

W3 wn vl

W | 2 ey 1
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