VISESTRUKI INTEGRALI - ZADACI ( V DEO)

Izracunavanje povrSine povrsi

1) Ako je povrs zadata jednaCinom z = z(X,y) 1 ako obelezimo p = & 1 g= & onda je:

ox oy
P=”1/1 +p’ +q dxdy
D
i1) Ako je povr$ zadata parametarskim jedna¢inama x=x(u,v) i y=y(u,v) onda je:

P=”\/EG—F2dudv gde je:
D

poxox Oy  ozoz
Ooudv Oudv Ouodv

Jedan savet: pre prouc¢avanja ove oblasti sc obavezno podsetite parcijalnih izvoda ( imate fajl kod nas)

Primer 1.
Izradunati povrsinu dela paraboloida 2z = x* + y* koji iseca cilindar x*>+y” =1

Resenje:

Nacrtajmo najpre sliku da vidimo o kojoj se povrsini radi.

2z=x"+y’ Az
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Koristi¢emo formulu J- .[ J1+ p? + ¢’ dxdy gde namje z=z(x,y) paraboloid z = % + 2
D

a cilindar ¢e nam dati granice po kojima radimo...

2 2

XLy
2 2
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o 2
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Najbolje da na stranu sredimo ( sad nije tesko, al za drugi put da znamo) : \/ 1+p°+q° = \/ 1+x>+y
P= H«/l +p° +q dxdy = Hw/1+x2 + y>dxdy
D D

Rekosmo da nam cilindar x* + y* =1 odredjuje granice.

Uzimamo polarne koordinate:

X=rcosQ . .
) —>|J|:r ondaje 0<r<1 1 0<@<2rx
y=rsing

P:H«/l+x2 +y dxdy = quo j\/l—i—l”z -rdr =
D 0 0

Ovo je2rx

Resi¢emo ovaj integral “na stranu ” pa ¢emo posle ubaciti granice...

1+ =¢ (\/—2)3
3 I+7
I\/1+r2 -rdr =|2rdr = 2tdt =I\/t_2-tdz:jzzdt:%:—3

rdr = tdt

Sad mu ubacimo granice:

[Vier )3‘1

0

P:H«/l+x2+y2dxdy: ngp I\/1+r crdr =2rm-
0

D

Ovo je2rx
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Primer 2.

Izradunati povrsinu dela konusa z* = x* + y* iseenog cilindrom x* + y* = 2x
Resenje:

Spakujmo malo cilindar i nacrtajmo sliku:

X’ +)y°=2x=0
¥ =2x+1-1+y"=0
(x=1)*+y" =1

v

Vidimo da ¢emo imati dve simetri¢ne povrSine u odnosu na ravan z = 0.

Naci ¢emo jednu pa to pomnoziti sa 2.

Cilindar ¢e nam dakle dati granice!

Nacrtajmo sliku u ravni i odredimo granice:

y A




Uzimamo polarne koordinate:

X=7cose ,

) —>|J|:r onda je
y=rsing
X' +y'=2x=0
(rcos @)’ +(rsing)’ —2rcosp =0
r*(cos’ p+sin® @) = 2rcos @

¥ =2rcos@p —>r=2cos@

Odavde zaklju¢ujemo: 0<r <2cos¢@

Sa slike vidimo da ugao ide od —% <p< 72Z

=+{x* +* = Miradimo za z = +/x* + )’
0.

Ox 2\/x2 +y° \/x2 +y°
oz 2y

q:§:2\/x2+y2 :\/x2+y2

2 2
1+p2+q2: 1+ a 1+ zx > T zy 2 =
\/x +y X +y X +y

x+y x’ x+y
x*+y’ x+y x+y X’ +y’

=2

Da nadjemo povrsinu:

2cosgo
¢:

.U‘”er +q dxdy = H\/_dxdy \/_.[d(pzcjls rdr = 2?(%}

:\/5.2[[4%)252(0} _ .2[ oszg)dg):\xx/_j- 82(0d

Sad ovu povrSinu pomnozimo sa2: |P=2P = 272




Primer 3.

Izradunati povrsinu povrsi koju cilindar x* +(y—2)> =4 iseca na konusu z =2 —+/x" + y°
Resenje:

Sredimo konus da bi mogli da nacrtamo sliku:

z=2—Jx"+)’

\/m =2-z

X+’ =(2—z)2

X H(y-2)7=4

v

2:2—\/x2+y2

0z “2x =X
Ox 2\/x2 +y? \/x2 +y?
0z -2y

q

_oz _ ___ Y
Oy 2\/x2+y2 \/x2+y2

X +y

2 2
_ _ 2 2
\[1+p2+q2: 1+( zx 2] +( 4 ] :\/1+ X + Y =

_ Xyt X yoo_ 2(’62*3’2)_\/—
- 2 2+ 2 2+ 2 2 2 2 2
X +y X +y X +y X +y



P= ﬂ\/1+p2 +q  dxdy =ﬂ\/§dxdy -2 ﬂdxdy

Ovo je P
za oblast D

Povrsina je ustvari povrsSina kruga:
y

P =r’zr=2r=4r

P= ﬁdl+p2 +q* dxdy :H\/dedy =2 ”dxdy NGy

D

Ovo je P
za oblast D

P:4\/§7z

Pogledajmo sada prethodni zadatak...Pa i tamo smo mogli ovo iskoristiti, zar ne?

Mi smo vam pokazali oba nacina a vi naravno , radite kako zahteva vas profesor.

Primer 4.
Izradunati povrsinu tela koje je ograni¢eno cilindrima x° +z> =a”> i )’ +z* =a’.

Resenje:

Nacrtajmo sliku...

Izdvojimo sada prvi okta;nt.



V+zi=a" Ly=X

Uoc¢imo ovde dve povrsine. One su jednake, a takvih ima 16 ra¢unajuéi sve oktante.
Znaci, ideja je naci povrSinu jednog dela pa sve to pomnoziti sa 16.

Nadjimo granice u ravni xOy

y A
y=X

X +z2=a’

2 2 2
z'=a" —x
z=i\/a2—x2

Nama treba prvi oktant, pa je:

z=+a’—x’

p—%— —2x X
Ox 2\/a2_x2 \/a2—x2

oy



P=16-}dxj£%dy=16a =16af
0

.‘f dx j- dy xdx
ova —Xx o\laz—xzo o\laz—xz
Ovaj integral smo ve¢ vise puta resavali:

Primer .

Izracunati povrSinu tela koje je ograniceno sa:

Xy =z+2

v

Uocavamo da se trazena povrsina sastoji od tri dela. Svaku od ovih povrSina ¢emo naci posebno a onda sabrati
dobijene rezultate...

Prvi deo je povrsina paraboloida x” + y* =3 -z koji odseca konus x> +y* =1.



X’ +y*=3-z

2:3—(x2+y2)
p=—2x
q=-2y

\/1+p2 +q’ =\/1+4x2 +4y° = 1+4(x2 +y2)
Cilindar x* + y* =1 odredjuje granice.
Uzimamo polarne koordinate:

X=rcosQ

, }—>|J|=r ondaje 0<r<l i 0<¢@<2r
y=rsinge

P =H 1+4(x2+y2)dxdy= Td(o j-\/1+4r2 rdr =
0

D

Ovo je2x

Resi¢emo ovaj integral “na stranu ” pa ¢emo posle ubaciti granice...

1+4r° =7 (\/72)3
3 1+4r
J'\/1+4r2 rdr = |8rdr = 2tdt :1J'\/t_2-tdt=lj't2dt:lt—:—

4 4 43 12

rdr =tit
4

Sad mu ubacimo granice:

P:H 1+4(x +y )dxdy— Id(o j\/1+4r rdr =27 -

D

[fiee7 )3‘1

0

Ovojc 2z

Wr—(ﬁ)ﬁzz-(sﬁ—l)
(o5

oxlé)

Dalje éemo izracunati povrsinu P, , povrsinu paraboloida x* +y* = z+2 koju odseca konus x°* +y* =1

X +y =z+2
:(x2+y2)—2

p=2x

q=2y



\/lererq2 =\/1+4x2+4y2 = 1+4(x2+y2)

P = H1/1+4(x2 +y2)dxdy
D

Kao $to vidimo ova povrsina je ista kao 1 povrSina u prethodnom delu:

Dakle g:%(a@-ﬂ

Nadjimo jos preostalu povrSinu P,. Pogledajmo sliku joS jednom. Vidimo da je to ustvari omotac valjka
¢ija je visina H=3 a polupre¢nik osnove r = 1.

Zasto je H=3 ?

Ako reSavamo sistem x°+)°=3-z i x’+)° =1 tuje z=2

Ako resavamo sistem x* 4+’ =z+21i xX*+y°=1tujez=-1

Dakle , visina po z osi je 3.

P, =Mm,jka =2reH
P=217x-3
P =6r

Saberimo sad dobijene rezultate:

P=P+P+P
P:%L@JE—Q+6ﬂ+%L@J§—Q
P:%L@JE—Q+6n
P:%(aﬁ+n)
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