NEKE POVRSI U R’
Povrsi koje se najcesce srecu u zadacima su:
1. Elipsoidi
2. Hiperboloidi
3. Paraboloidi
4. Konusne povrsi

5. Cilindri¢ne povrsi

1. Elipsoidi

2
Osnovna jednacina elipsoida ( kanonska) je : x_2 + Z_2 +
a

\
v<

a,bicsuodseccinax,yiz osi. Presek elipsoida sa koordinatnim ravnima uvek daje elipsu.

Ovaj elipsoid je centralni, to jest centar mu je u koordinatnom pocetku O(0,0,0). MoZe se desiti da je centar van

x-p) =gy E=r)

koordinatnog pocetka, pa takav elipsoid ima formulu: 0
a c

=1, gde je centar u tacki C(p,q,r).

Akoje a=b=c irecimo a=b=c=R ondajednacina postaje jednacina sfere :

x> +y*+2z° =R’ ovo je sfera sa centrom u koordinatnom pocetku  O(0,0,0) , polupre¢nika R.
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Naravno, i sfera moZe imati centar van koordinatnog pocetka, pa je onda jednacina takve sfere:
(x—p)’ +(y—q)* +(z—r)* = R* gde je centar u tacki C( p,q.r).
Primer 1.
Nadji centar i polupre¢nik sfere x>+ y° +2z° +4x—-6y—10z—42=0
Resenje
Da bi ‘ sklopili * sferu , radi¢emo sli¢no kao 1 kod sklapanja jednacine kruznice, vr§i¢emo dopune do punog kvadrata...
Najpre pretumbamo, sve uz x, pa uzy, pa uz z.

X+ Y+ +4x—6y-10z-42=0
X +4x+y" —6y+z°—-10z2-42=0
onaj uz X

onaj uzy onaj uz z

Dodajemo i oduzimamo ( ), pa ( 5 Y i ( > )
X +4x+4-4+y"—6y+9-9+2"-102+25-25-42=0
(x+2)+(y-3)+(z-5)>-80=0
(x+2)+(y—3)°+(z-5)* =80
Odavde je C(-2,3,5) i R>=80—> R =~/80
2. Hiperboloidi
Postoje dve vrste hiperboloida : jednograni i dvograni.
x2 y2 ZZ
Jednograni hiperboloid ima jednainu ~ —-+ FERm =1 iizgleda:
s a ¢
y
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Vidimo da se on “ prostire “ duz z — ose, a moze biti i duz x -ose ili y- ose, gde bi se onda menjao znak minus u

2 2 2 2 2 2

. e . X z e X z
jednacini hiperboloida: ——2+y—2+—2: ili —z—y—z—i-—z:l

a b ¢ a b ¢

2 2 2 2 2

Za pocetni jednograni hiperboloid X—Z+Z—2 —Z—2 =1 vazi da on u preseku sa ravni z = 0 daje elipsu x_2 +Z—2 =1 koja se
a c a
naziva grlo hiperboloida.
2 2 ZZ
Dvograni hiperboloid ima jednainu — + ;;—2 —-— =-1 1izgleda:
a c

v<

Vidimo da se i on nalazi duz z- ose. ( opet zbog onog minusa)

3. Paraboloidi

Postoje dve vrste paraboloida : elipticki 1 hiperbolicki.

2 2

Elipticki paraboloid ima jednacinu S A P izgleda :

p 9

v<
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Najcesce se u zadacima zadaje takozvani rotacioni paraboloid , kod koga je p = ¢ 1 njegova jednacina je onda:

x'+y =2pz
x2 2
Hiperbolicki paraboloid ( kao sedlo) ima jedna¢inu X Y _9sa izgleda:
q
AZ
X o

4. Konusne povrsi

Nekaje D krivau R’ i V tackau R’. Skup pravih koji sadrze tatku V' i tacke krive D nazivamo konusna povrs.
Kriva D je direktrisa te konusne povrsi a svaka prava koja prolazi kroz tacku V' 1 tacke krive D  je generatrisa.

o F(x,y,2)=0 .
Posmatramo direktrisu D :{ i taCku V(a,b,c).
F(x,y,2)=0

Neka tacka M(x,y,z) pripada konusnoj povrsi ako i samo ako pripada nekoj pravoj koja je odredjena vthom V' (a, b ,c)

1 nekom tackom A(a, f,y) sa direktrise D.

F(a,p,7)=0 . . :
Prakti¢no, mi radimo sledece: koordinate tacke A(«,f,y) zamenimo u direktrisu (@ f.7) 1 u jednacinu

Fy(a,p,7)=0

prave kroz dve tatke ( kroz V i A) : AP A ( ovo inacCe vazi i zbog kolinearnosti odgovarajucih

—C
a-a pP-b y-c

vektora)

F(a,p,7)=0 . - —
Iz dobijenih jednagina 1\ Br)=0 . x-a_y l;

= ° eliminigemo a,f 1 y 1 dobijamo jednacinu
F(a,p,y)=0  a-a p- c

konusne povrsi.
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Primer 2.

2 + 2 :1
Napisati jedna¢inu konusne povrsi ¢iji je vrh u tacki V(0,0,2) a direktrisa je kriva D : { vy .
z=
ReSenje
Radimo kao u opisanom postupku...
) . S ‘=1 . x- - - -
A(e, B,y) pripada direktrisi, paje D: { @ +h - 0 =2 0 == 2 SlE=2LZ 2
y=1 a-0 -0 y-2 |a p y-2
Odavde moramo eliminisati «, 8 1 7 ...
Iz
12122—2_)12122—2_)12122—2
a p y-2 a pf 1-2 o p -1
x z-=2 —X
—_ = —> o=
a -1 z-2
z—2 -
R p=—2
g -1 z=2
smo izrazili @ 1 f , sad ovo menjamo u direktrisu:
o= =
z-=2 p z=2
a’+p> =9
IR ARY
+ =9
()
2 2
al >+ J =9
(z=2)" (z=2)
¥+ =9(z-2)
I dobili smo jednacinu trazene konusne povrsi.
2 2 2
y

L. . v s e o .. X z5 .
Jos§ jedna stvar: u zadacima se naj¢eSce pojavljuje elipticki konus koji ima jednacinu — +<5=—- aizgleda :
a b c
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Naravno , ¢esto se u vezi sa integralima javljai konus kod kogajea=b=c=1,tojest x’+ > =2z°

5. Cilindri¢ne povrSi

Neka suu R’ dati vektor ; i kriva K. Unija svih pravih u R’ koje su paralelne sa datim vektorom ; 1 seku krivu K

naziva se cilindricna povrs.

Tri najpoznatije cilindri¢ne povrsi su :

2

. T A ee . . v X
1) elipticki cilindar koji ima jednainu — +
a

2
Y . .
=1 iizgleda:

AZ

v <
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ii) hiperbolicki cilindar koji ima jednadinu x—z—;—zzl i izgleda :
a
AZ
[
< O
X
A N

iii) parabolicki cilindar koji ima jednacinu y*> =2px i izgleda:
AZ

I

A

Jednacinu cilindri¢ne povrsi izvodimo na sledeéi nacin:

. - . . F(X, y: Z) = O . .
Neka su nam dati vektor p =(/,m,n) i kriva K: { ( direktrisa)
G(x,y,z)=0

Uocimo tacku A(e, f,y) koja zadovoljava:

F(a,ﬂ,}/):O i X—a:y_ﬂ:Z_V
G(a,B,7)=0 [ m n

Odavde eliminiSemo «,f 1 y.
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Primer 3.

2 2
. L C g . +y =1
Odrediti jednacinu cilindri¢ne povrsi ¢ija je direktrisa krug D: { vy

a generatrisa je paralelna vektoru

p=(L1L1).
Resenje:

a’+ =1 ; x—a:y—ﬂzz—]/
y=1 1 1 1

Ako tacka A(a, S, y) pripada direktrisi onda je

1z

x—a=y—ﬂ=z—7/\2=0_>x—a=y—ﬂ=z—
1 1 1 1 1

v-a=:ola=a-3
y-p=z5[F=r=3

Ovo zamenimo u

S>x—-a=y-f=z

a’+ B =1

I dobijamo trazenu jednadinu cilindriéne povtsi  |(x—z)* +(y—2z)’ =1
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