KRIVOLINIJSKI INTEGRALI - ZADACI (I DEO)

Krivolinijski integrali druge vrste

xX+y

1. Izracunati Kkrivolinijski integral J(— 4 jdx+(
x+y

jdy ako je ¢ kontura trougla koji obrazuje prava

x +y=1 sa koordinatnim osama.
ReSenje:

Pogledajmo najpre sliku:

A

y
\xo,n
x=0 y=1-x
0(0,0) y=0 1,0 x

Posto krivolinijski integral II vrste zavisi od putanje integracije, moramo raditi u smeru suprotnom od smera kazaljke
na satu.

I ovde ¢emo uociti tri dela.

OA (Odtacke O( 0,0) do tacke A( 1,0))

Ovde se radi o pravoj y = 0 ( x osa) pa je tu vrednost integrala ocigledno 0

AB (Od tacke A( 1,0) do tacke B( 0,1))

Mozemo ga reSavati po x ili po y. Mi ¢emo vam pokazati obe situacije , samo pazite jer formulice nisu iste!

Ako radimo po x.

Ako je kriva ¢ zadata u ravni y=y(x) i a<x<b tadaje:
b N
[ PG, y)x + O(x, y)dy = [[P(x, y(x)) + Q(x, y(x))y, Jdx
Ovde je ocigledno 1<x<0 ijoSje y=1-x— y=-1, paimamo:

s peel s Jos

L x+tl-x x+l-x




Ako radimo pov.

Ako je kriva zadata uravni x=x(y) i m<y<n tadaje:

[ P, y)dx + O(x, )y = [[P(x(3), y)x, + O(x(»), )y

Ovde je ocigledno 0<y <1 ijoSje x=1-y— x=-1, paimamo:

[ el -

1_ 1 1
j(— L+ —2 jdy=j<y+1—y)dy=jdy=l
By 1=y+y I+y—-y 0 0

BO

U pitanju je sada prava x = 0 ( y osa) pa je vrednost integrala i ovde oc¢igledno 0.

Konacno resenje je dakle 1.

2. Izratunati krivolinijski integral J. x’dy—y’dx ako je ¢ kontura kruga x’ +y*> =a’ .

c

ReSenje:

Uzmemo daje:x =acost i y=asint Ovo odigledno zadovoljava da je x* + y* =a’.

X=acost— x=-asint ) o
_ . 1 0<¢<2rx jer obilazimo ceo krug.
y=asmt—>y=acost
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Koristimo formulu:

[ PGx.y.2)dx +Q(x, . 2)dy = [[P(x(0), y(0)x, + Q(x(0). y(1))y, at

)

J-dey—yde=
2

J- ((a cost)3 -acost—(a sint)3 -(—asin t))dt =

T(a4 cos*t+a’sin’ t)dt =a*- j (cos4 t+sin’ t)dt =
0 0

Ove integrale mozemo reSavati na vise nacina, al mislimo da je najbolje da iskoristimo trigonometrijske formulice:

SIN” X4 €08 X =Lvoveieeeeeeeeeean, /()
sin® x +2sin* xcos® x+cos* x =1
sin® x +cos* x =1-2sin” xcos® x
4sin* xcos® x
2
=2
sin” 2x

sin* x+cos*x=1-

sin* x+cos*x=1-

vratimo se u zadatak:

at -T(cos4 t+sin® t)dt =q' -T(l—%-sinz 2xjdt =a*-

O'—.'Q’

( 1 1—cos4xja,
1__.— 1=
2 2

27 2r 4
=a4-_[ 1—l+ cos4x t:a4-j§dt=§a4-27r= Sax
0 4 4 0 4

ovo je 0 sa
datim granicama

(=}
(=}

Izracunati krivolinijski integral j x’dx +3zy’dy —x"ydz gde je ¢ deo prave od tacke ( 3,2,1) do tacke ( 0,0,0)

ReSenje:
Da se podsetimo:

Jednacina prave kroz dve date tacke M, (x,,y,,z) 1 M,(x,,y,,z,) je:

X=X% _ V=0 _ 2%

Xo=X Vo=V 27 %




y—Ozz—0_> xX_y
2-0 2

o I3 :? pa je prebacimo u parametarski oblik:

X _y z
E_E_T_t x =3t —> zax=3 jet=1 > za x=0 je t=0
x=3t—>x=3 1vazidaje y=2t >zay=2jet=1>zay=0jet=0 >>—>—>|[1<t<0
y=2t—>y=2 z=t—>zaz=1jet=1— zaz=0 je t=0
z=lt >z=
1) Ako je kriva ¢ zadata parametarskim jednacinama:

x=x(t)

y=y(t) gdeje ¢, <t<¢ tadaje:

7=7(t)

f

IP(x, y,2)dx +Q(x, y,2)dy + R(x, y, z)dz = I[P(X(t),y(t), 2(0)x, +Q(x(), (1), (1)), + R(x(t), y(1), z(t))z, 1dt

ty

jx3dx +3zy°dy — X" ydz =

c

[1Gey - x+3-2-@1y - =31y 22"}t =

[1Gey-3+3-2-(21 2= (30) -2t 1)dt =

0 0 4 0
j[(81z3 +247 —18£]dt = j87z3dt =87 -% = 87-(—%) _|-¥
1 1

4.
x2 + y2 — RZ
Izracunati krivolinijski integral j vdx + zdy + xdz gde je c dobijena u preseku { R
ReSenje:
Iz x* +y* = R* zakljutujemo da je :
X =Rcost 2 R?cos?
) a kad ovo zamenimo u xZ:Rzaz:x—:LSt%
y=Rsint R R
Sad imamo:
x=Rcost > x'=—Rsint
y=Rsint — y'= Rcost i 0<t<2x

z=Rcos’t — z'=R-2cost(cost)= R-2cost(—sint) = —2R -sintcost
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I [P(x(2), (1), 2(0))x, + Q(x(t), ¥(0), 2(£)) y, + R(x(2), y(t), 2(1))z,]dt =

2z
.[ (=R*sin’t+ R* cos’ t — R* cost - 2sint cost)dt =
0
2z

I (-R*sin’t+ R*cos’ t —R* - 2sint cos’ t)dt =
0

2z
R*- .[ (—sin® ¢ +cos’ - cost —2sint cos’ t)dt =
0

, [ *f1-cos2t i . o )
R —det+I(l—51n t)costdt—ZJ'smtcos tdt | =
0 0

0
Ovo su sve obi¢ni integrali, pazljivim reSavanjem dobijamo reSenje:
5. Izradunati krivolinijski integral J-(xz +3%)dx +(x* = y*)dy gde je kriva ¢ zadata sa |x—1|+|y—1|=1.
ReSenje: C

Najpre da analiziramo zadatu Krivu i nacrtamo sliku:

Sad odredimo koje prave imamo:

x2lay2l->x-1+y-l=1->x+y=3
x2lany<l-ox—-1-y+l=1->x-y=1
x<layz2l->—x+l+y-1l=1->-x+y=1
x<lAay<l->—x+l-y+l=1->x+y=1

Pogledajmo sliku:




Idejaje:.f :j +.[ +'[ +'[

c AB  BC (D DA
AB

y=x—-1->y=1A1<x<2

[ (2 +37)dx+( =)y =
AB

J-((xZ +(x—1)2)+(x2 _(X—l)z)'l)dx:

J‘(z 2 2 2 _ 2 _x32_ 2’ 13_
X +x"-2x+1+x"—x +2x—1)dx—j(2x )dx—Z?l—Z(?—g)—Z-

1 1

BC

y=3-x—->y=-1a22x21

[ 2+ e+ =)y =
BC

[((+B=0")+ (" =(3=x)")-(-D)dx = —%

cb

y=l+x—>y=1A12x20

[ 2+ y)dx+ (8 =)y =
CD

j((xz+(1+x)2)+(x2—(1+x)2)-1)dx:

1
DA

y=l-x—>y=-1A0<x<1

[ (2 +37)dx+ (=7 )dy =
D4

J-(()C2 +(1_x)2)+(x2 _(l_x)z)'(—l))dx :§

I sad kad saberemo sve ove integrale dobijamo

14 14 2 2
X+ ydx+ (-1 dy=——— -2+ 2 =0
y P+ (o =y === S

7 14

3 3

J‘(z 2 22 _0 2 _x30_ 0° 13_ _
X 4+Xx"4+2x+14+x" —x —2x—1)dx—j(2x )dx—Z?l—Z(?—g)——Z-————
1



2
+
6. Izratunati krivolinijski integral J-(4 y* +2x7)dx + (z + x)dy + ydz gde je ¢ zadato sa {x

ReSenje:

Kriva c je data u prostoru kao presek ove dve povrsi. Sta raditi u takvoj situaciji?

EliminiSemo promenljivu z iz datih jednacina ( to jest nadjemo projekciju krive ¢ na xQOy ravan).

Odatle uvedemo smenu i predjemo u parametarske jednacine. Vratimo se u neku od pocetnih jednacina i tu

dobijemo i tre¢u promenljivu u parametarskom obliku.

2+ 2:4_ 2 2+4:
{x Y SN B Z—)—xz—y2+4=y2—>x2+2y2=4 ......... /:4

y2:Z yZIZ

2 2
=10 [r=2cosd Ay =Vasint > 57 =z [z=2sin’ ]

4
Sada je:

x=2cost — x'=-2sint
y:\/zsint—>y‘=\/zcost

z=2sin’t — z'=4sintcost

Naravnoiovdeje 0<¢t <27

J-(4y2 +2x%)dx + (z+x)dy + ydz =

2z

I {[4(2sin?)? +2(2cost)*]-x +[2sin’ £+ 2 cost]- y+/2 sint - 2" }dt =
0

2z
j {[8sin® 7 +8cos t]-(~2sin¢) +[2sin’ ¢ + 2 cost]- (V2 cost) + /2 sint - (4sint cost)}dt =
0

2z
I {~16sin7+2+/2 sin? t cos +|23/2 cos’ ¢| + 4/2 sin® t cos 1}t =
0

U prethodnim primerima smo veé videli da svi integrali sem zaokruZenog daju 0 u granicama od 0 do 27 .
NeKi profesori dozvoljavaju ovu «brzinu» kad prepoznamo takav integral a neki pak traZe da se radi postupno,

kao i uvek nas savet je da poslusate svog profesora i radite kako on zahteva....

2r 2r
- j' 2x/§cos2talz=2\/§jcos2 tdt:Z«/EJ'Hc—ssztdtz 272
0 0
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7. Izracunati krivolinijski integral j( y—2z)dx+(z—x)dy+(x—y)dz gde je ¢ preseCna tacka povrsi
z=4-x"-2y" iravni x+2y+z=1
ReSenje:

Postupak je slican kao u prethodnom primeru. Najpre projekcija krive na xOy ravan:

z=4-x’ —2y2}_)z=4—x2 —2y2}
x+2y+z=1 z=1-x-2y
4-x" -2y  =1-x-2y

X +2y +1-x-2y-4=0

X —x+2y°-2y=3

1| 1 1
X —x+—|——=+2| |y —y+—|——
i yo-y

Il
w

4| 4

1, 1 1, 1
x—=) ——+2(y——=) ——=3
( 2) ) (v 2) 5

1, 1, 15
x—=) +2(y—=) =—
( 2) (v 2) )

Ovde uzimamo odgovaraju¢e smene da jednakost bude zadovoljena ( to jest prelazimo u parametarske jednacine)

= —+~——cost
YIRS . . 1 J_' J15

a iz z=l-x-2y imamo z=-— 0St ——=sint
1 A5 2 2 V2
=—+ sin¢
2 202
Odavde je
1 15 A5
X=—+——C0st > X'=———sint
2 2
:l+£sint—>y‘=\/ﬁcost 1 0<t<2x
242 242
L Vis o Vis . s IS
=——- cos t—>z nt———cost
2 N 2 2

Dati krivolinijski integral smo sveli na obi¢an odredjeni integral po promenljivoj t.

j( y—2z)dx+(z—x)dy+(x—y)dz= zamenimo sve redom i posle sredjivanja dobijemo reSenje |—1 572

c




