VISESTRUKI INTEGRALI - ZADACI ( VI DEO)

Trostruki integrali

Ako je funkcija f (x,y,z) neprekidna u oblasti J koja je odredena sa:

X <x<Xx,
X y(x)  z(x,p)
Vi 29(x)<y<y,(x) onda je j j j f(x, v, z)dxdydz = j dx j dy j f(x,v,2)dz
v Y on) oz

z(x,y) Sz <z, (%, y)
Neki profesori vole drugaciji zapis:

Xy Yo (x) [ zp(x,y)
1153 2y~ | (J ( ; f”J]

X N\ 7 (xy)

Vi naravno radite kako vas profesor zahteva.
U sustini, oba zapisa znace da prvo reSavamo integral "po z", onda "po y", i na kraju "po x".

Ovakav poredak u integraciji nije obavezan. Zavisno od konkretne situacije mozemo i promeniti
poredak

integracije...

Xy 2y (x) [ ¥y (x,2)
i1 e sz | (y ( j ﬂ)”

v a0\ nGao)

Ovo bi znacilo da prvo radimo "po y" , zatim "po z" i na kraju "po x". I tako dalje...

Primer 1.
2

1 3
Izracunati trojni integral: J. de- dyJ- dz .
0 0 0

Resenje:

Ovde su nam ve¢ date granice i poredak integracije, samo da reSavamo.

1 2 3
Dakle, prvo resavamo I dxj dy jdz
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u onom drugom zapisu bi bilo:

o= ([{Je -] (o o e

0

Primer 2.

Izracunati trojni integral: Hj (x+ y+ z)dxdydz ako je oblast V' zadatasa 0<x<1, 0<y<I,
14

0<z<l1

Resenje:

Prvo radimo "po z" i u toj situaciji x 1 y posmatramo kao konstante.

.m- (x+ y+z)dxdydz =

F ({{fcoreo o o] (Heoe2)

0 0 0 0

1 1 1 1
dy |dx = x+y+—|dy |dx
girJae=[ ([[s+5)o)

Sad resavamo "po y" a x tretiramo kao konstantu.

F({(eereLJisef (o210

0 0 0

1 1 1 1 1
de = .([(x+5+5)dx = '([(x+1)dx

I na kraju reSimo obic¢an integral "po x":

1 2 1
.[(x+1)dx= X oix :l+1:E
0 2 0 2 2

Primer 3.

Izracunati trojni integral: Hj ycos(z+ x)dxdydz  ako je oblast V' ograniCena sa cilindrom y = Jx i
14

ravnima
) T
y=0,z=0 1 x+z:3.

Resenje:

E ovde nemamo date granice, pa moramo prvo njih da odredimo:



xtz=2 5z=2_x pa onda 0<z<Z-x
2 2 2

Da bi odredili kako se ponaSaju x 1 y , nacrtajmo sliku u ravni z =0
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Jasnojeda 0<y< Jx , ako pogledamo sliku u ravni z=0, onda zaklju¢ujemo da 0 < x < 5

Sad da se bacimo na reSavanje integrala:

.[J-J-yCOS(Z-i-x)dxdydz :.2[ JJE zj ycos(z+x)dz dy |dx
4 ol of o

Resi¢emo na stranu:

2y LA .

2 2 —
j yeos(z+x)dz=y .[ cos(z +x)dz = ysin(z +x)|2 Y y(sin(%—)w x)—sin(0 +x)j
0 0

0

= y(sin%—sin(x)} = y(1-sinx)
Vratimo se :

Ty
Vx| 2

IHy cos(z + x)dxdydz = j I j ycos(z+x)dz dy |dx = j’ﬁ'} y(l —sin x)dy}dx

Sad da reSimo:

Jx Jx 2
jy(l—sinx)dy:(l—sinx) I ydy:(l—sinx)y?
0

0

x .\ X
=(1- had
(1-sinx)



Opet se vratimo gore 1 imamo:

z 7
2| Vx| 2

L[J-yCOS(Z—i-x)dxdydz:'([ ,([ _([yCOS(ZJFx)dZ y x:E(f)’(l—sinﬂdy}dxz:[(l—sinx)gdx

% (x —xsinx)dx

O 0|y

Ovo je ve¢ obican integral koga rastavimo na dva , jedan je odmah tabli¢ni a drugi ( x sinx) reS§imo

parcijalnom integracijom i dobijamo:

3 2
.[IJ- ycos(z +x)dxdydz = %.([(x —xsinx)dx = 71T_6 +%
Primer 4.

Izradunati trojni integral: ”J-\/xz +y*dxdydz ako je oblast V'zadatasa x>+’ =z"i z=1.
Vv

Resenje:

Nadjimo presek konusa i ravni koji ¢e nam dati granice:

X +y =z Az=1

X'+ =1

Ovde je zgodno koristiti :

CILINDRICNE KOORDINATE

X=rcose
y=rsing —>|J|:r

zZ=2z

onda je J-J.J-f(x, v, z)dxdydz = ”_[f(r cos @, rsin @, z)drd pdz = T d(oj mlr]Z fdz

? 0 2



X=rcosQ

Da vas ne zbuni , neki profesori ne uzimaju z=z, ve€ stave : < y=rsingp — |J | =r , ali to sustinski
z=h

nista ne menja stvari...

Dakle:

x2+y2 =1
X=rcose

2 . 2
y=rsing —|J|=r paje (reosg)”+(rsing)” =1 i 0<r<1.
s r*(cos’ @ +sin’ @) =1

rr=1-r=1
Ugao uzima vrednosti 0<¢@ <2rx.

Jo§ da odredimo granice za z:

Pogledajmo sliku u prostoru:
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Odozgo je ravan a odozdo konus, paje r<z<1 jerje +x"+)° :\/r_z =r

.m-\/xz + v dxdydz =?
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Primer 5.

2 2 2 2 2 2
Izracunati trojni integral: Hj (x_z + 2 + Z—zj dxdydz ako je oblast V' zadata sa x_z + 2 + z
v\ a c

b’ PR

Q

ResSenje:
Ovde je zgodno Koristiti:

SFERNE KOORDINATE

X =rcos@sin@

y =rsin@sinf

z=rcosf

|[J|=r*sin6 Odavde je x*+y*+z* =1

Uglove ¢ 1 € odredujemo iz zadatka i vodimo racuna da je najcesce :

r>200<p<2r,0<0<nx

A

4

v

Znaci: ¢ jeugao uravni z=0 a @ je ugao u prostoru...

Mozemo koristiti( u zavisnosti od situacije) i modifikovane sferne koordinate ( generalisane):

X =arcos@sinf

2 2
y =brsinpsiné a odavde je x—+y—2+

2
z 2
2 2

a

=r? i |J| = abcr? sin @
c
z=crcos@



U nasem zadatku ¢emo koristiti ove malo modifikovane sferne koordinate, jer se radi o elipsoidu!

Dakle:

X =arcos@sind
y = brsin@sin a odavde je |J|=abcr®sin@
z=crcosd

2 2 2

v X z 5
Zasto je baS — +% +—= * . Da dokazemo ovo:
a

X =arcos@siné
2 2 2

y=brsingsinf zamen1mou—+y +—
a’

b
z=crcost

(arcos psin 49)2 (brsingsin 49)2 (crcos 9)2
2 + 2 + 2
a b c
Wrtcos psin?@  Drlsin? gsin®@ Xy cos? d B
® R R

r* cos’ psin® @ +r*sin’ psin® @+ cos’ 0 =

r*sin’ t9(cos2 @ +sin’ (p) +r’cos’ 0=

r*sin® @+ r* cos’ @ =r? (sin2 6 + cos? 49) =

Reklismodaje 0<r;0< @ <2r;0<60 <7 paimamo samo korekciju: 0 <r <1;

2 2 2
jor S+l i m1 =11
C

bZ

Sad moZzemo resiti integral:

m(—+—+c—jdxdydz—abcj d@jdgojr smerzdr—abcjsmedejdgoj ‘dr

2 2 2
Sad ovo nije tesko izracunati : dobijamo Hj (— + % + —j dxdydz = 4?” abc
c




Izraéunavanje zapremine pomocu trostrukog integrala

Zapreminu racunamo po formuli V= .[ J- .[ dxdydz
V

Primer 1.
Naci zapreminu tela ogranienu povr$ima: z = x° + 37,

Resenje:

Ovo telo je dakle ograniteno sa dva paraboloida z = x* + y°,

Koristicemo formulu V7V = H I dxdydz
14

Da odredimo granice:

Jasno je daje x* +y°

A

y

v

0<x<1, x*’<y<x

Da nadjemo sada zapreminu:

x o 2x242)° x|y 2
V= ﬂjdxdydz-jdx!dy}c'& dz = J.dx;[ iiyy
| 1
Lt S s

po oblasti V

z=2x"+2y*, y=x1i y=x".

z=2x" +2y2

<z<2x*+2y° azaxiy pogledajmo sliku:

. dy = J-de. X'+ y )dy

X

,saravni y=x isacilindrom y=x>.
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Primer 2.

Naéi zapreminu tela ograni¢enu paraboloidom 6—z = x>+ y* i konusom z° = x> + )’
Resenje:

Nadjimo presek:

=X+ A6—z=x"+)"

=6-z

2 +z-6=0

z, =2

z,=-3
A

P Z /72 :x2+y2
6
y
6-z=x"+)"
X

Zgodno je uzeti cilindri¢ne koordinate:

X=rcosQ
y=rsing —>|J|:r

zZ=Zz
Imamo:

X +y =4 r’=4->r=2

0<r<?2

Ugao ide

Za paraboloid je 6—z=x>+)y> >6—z=r> >z=6—r",azakonus z° =x’+y> >z =r> 5 z=r,

zaklju¢ujemo da su granice po z:



Sad mozemo racunati zapreminu:

42

V= J:U dxdydz = Td(pj- rdr J- dz
vV 0 0 r

Ovde nema nikakvih problema, resava se sve lako...

.. 327
Resenje je : |V :T
Primer 3.
. . . ) . . X y z
Izracunati zapreminu tela koje ograni¢ava povr§ ,[— + Z +,.[—=1
a c
Resenje:

E ovo je ona zeznuta situacija kad moramo koristiti:

x = arcos” psin® @
y = brsin” @sin® 6

z=crcos” @

Jakobijan u ovoj situaciji raCunamo:

|J|=aber? -a- f-sin®* @cos”™ Gsin” ' pcos

Osnovna periodaje r>0;,0<p<27;0<0<rx
Uzecemo:

x =arcos’ psin* @
y =brsin* psin*

z=crcos @
Jakobijan ¢e biti:

|J|=aber? -4-4-sin**" @cos*™ Gsin* pcos* @

|J| =16abcr’ sin” Ocos® Gsin’ pcos’ @

Sto su bas ove smene dobre?

£-1

»
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. . : : /x |z
x =arcos @psin® @;y = brsin® psin® 8,z = crcos* @ zamenimou ,|= + % +./==1
a c

\/arcos4 psin* 6 +\/brsin4 psin* 6 +\/crcos4 0 _,
a b c
Jr cos? psin® @+ sin® psin® 0 ++/r cos> 9 =1
Jr sin? 9(cos2 @ +sin’ (o) ++/rcos’@=1
Jrsin® @++Jr cos? 0 =1
\/;(sin2 0 +cos’ 6’) =1
Jr=1sr=1-[0<r<1
Ovde je u sustini najveci problem na¢i granice za uglove...
Osnovna perioda ovde je » > 0;0 < ¢ <27;0 <8 <, ali nam ona samo govori u kojim granicama
moraju biti uglovi...
Ovde mora da vazi da je :

x20;y20;z>0 , Znaci da se uglovi moraju nalaziti u prvom kvadrantu, to jest:

0<p< 0<0<

oY
oY

Sada moZemo preci na reSavanje integrala, to jest izraCunavanje zapremine:

V= J:” dxdydz = j-d(p'zf dﬁj-16abcr2 sin’ @ cos’ @sin’ pcos’ pdr =
vV 0 0 0

premestimo konstante skroz ispred, a raspodelimo ko kojem integralu pripada...

T

V= J“ dxdydz = j-d(p'zf déj-16abcr2 sin’ @ cos’ @sin’ pcos’ pdr =
Vv 0 0 0

I8

3 3 |
= 16abcj sin’ pcos’ q)d(pj sin’ @ cos’ GdGJ-rzdr =
0 0 0

Znaci, ovde trebamo resiti tri posebna integrala, jer granice ne ulaze u drugi integral...

.[sin3 pcos’ pdp =7

Moramo da iskoristimo znanja iz trigonometrije...
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cos’ @ =cos’ @-cosg = (1—sin’ @) -cos ¢ = cos p —sin” g cos

.[sin3 pcos’ pdp = J-sin3 (p(COS(p —sin’ pcos (o)d(p =
.[ (sin’ pcos @ —sin’ pcos p)dp =
Sad ovo rastavimo na dva integrala i u oba uzimamo smenu sin @ =t — cos @d ¢ = dt

Na sli¢an nacin reSavamo 1 integral po 6.

_abc

Konacno resenje ¢e biti: |V = 50
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