INTEGRALI ZADACI (V-DEO)

Integrali nekih funkcija koje sadrZe kvadratni trinom ax’ +bx+cC

X .
Najpre ¢emo prouciti integrale oblika: |I, = J.% 1 |l= j
ax” +DbX+cC

dx

Jax* +bx+c¢

Kod njih se kvadratni trinom ax* +bx+c¢ svede na kanoniéni oblik pomoéu formule:

2
ax2+bx+c=a(x+£j +
2a

4a

4ac —b?

naravno, mozemo koristiti i dopunu do punog kvadrata, ko ne voli da pamti formulu.

b
Zatim uzimamo smenu: 2a |,i dobijemo neki od tabli¢nih integrala.
dx =dt
dx 1 1 X dx 1
I, =|————| se moze svesti na dx =—arctg—+C, =—1I1
: jax2+bx+c Ia2+x2 a 93 jaz—x2 2a
o dx 1, [x—a
ili I ——=—In——+C
X"—a" 2a [x+a
dx D X
se svodi najcesce na j dx =arcsin—+C

|3=j
a’—x? a

Jax’ +bx+c

=9

- dx
primer 1. J-m— /

i dx 1
" e

X+yx*+al

2 K2
x> —6X+13= Ovde jea=1, b=-6, ¢ =13 pa to zamenimo u formulicu a X+2£j +4az b , dakle:
a a
2 2 2 2
a x+£ L b i x+ =% +M:(X_3)2+M:(X_3)z+4
2a 4a 2-1 4-1

LakSe je naravno izvr$iti dopunu do punog kvadrata, znate ono dodamo 1 oduzmemo onaj uz x podeljen sa 2 pa to na

broj uz x ?
kvadrat. B

X*—6X+13=x"—6X+9-9+13={(x-3)* +4

2
Uz x je 6, pa dodajemo 1 oduzimamo (gj =9
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Vra¢amo se u integral:

X=-3=t
dx =dt

:I at (ovojeJ. 21 2dX:larCtg§+Ciztabele)=
a

dx dx
I 2 :J. 2 - LY
X" —6x+13 J(x-3)" +4 t"+2 a +x a

larctg l+ C =(vratimo smenu) = larctg x=3 +C
2 2 2 2

===

2x* —6X+5

2X* —6Xx+5=2(x’ —3x+—) 2(x° —3x+%—%+§) 2[(x ——) +—]

dx dx X—Ezt 1 dx

= _— — 2 = —
J.\/2x2—6x+5 J.\/z[(x—i)2+1] IJ. /( _7) 1w =gt \/EJ. t2+(;)2

IL +C

Upotrebimo iz tablice =In ‘X +/x*+a’

1 dx 1 . 1, . 1 3 .
— | ——=—==—FIt+,[t" +(=)"|+C =vratimo smenu=|—=In|X—=++2X —6Xx+5|+C
AT AR e
t"+(2)
2
Kad znamo ova dva tipa integrala ,mozemo nauditi i :
Ax+B . Ax+B
e R I e
ax~+bx+c ax? +bx+c
Oni se radom svedu na prethodna dva integrala:
Ax+B . dx
I :J‘24dx se svede na integral Ilzj‘z—,dokse
ax”+bx+c ax”+bx+c
Ax+B dx
I, = —dX svede na integral |, = | ———.
J- Jax? +bx+c ’ I\/ax2+bx+c

Postoje gotove formulice u kojima treba samo da uporedite i nadjete vrednosti za A,B,a,b i c.

Pazite: njih smete koristiti samo ako to odobrava vas profesor! Mi ¢emo vam pokazati i ceo postupak u slucaju da

ne smete da koristite formule. ..
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Formulice su:

= A In |ax? +bx+c‘ +(B- ?—b) I, +C i I4=é\/ax2+bx+c+(8—'62‘—bjl +C
a a

2a a

J k=

X +Xx+1

Ax+B

Ovo je oCigledno integral tipa 1, :j T
ax” +bx+c

Uporedjivanjem dobijamo da je : A=1, B=1, a=1, b=1,c=1

I, =i1n\ax2 +bx+c‘+(B—A—b)I1 +C
2a 2a

A=1,B=l,a=1b=1c=1

1, :Llnhx2 +1x+1\+(1—ﬂ)|1 +C= lln‘xz +x+1\+l|1 +C
21 21 2 2

Sad imamo poso da reSimo integral tipa |, = J‘gldx 1 da njegovo reSenje posle vratimo u formulu.
X"+ X+
1 [lX ‘?
x>+ x+1

2
x2+x+1:x2+x+l—l+1:(x+1j £
4 4 2) 4

1
1 2(X+-)
1 1 X+—=t 1 1 t 2
I, = dx = dx = = | —F=—dx=—=arct =—=arct =
1-[x+x+1 -f 1Y - IZ NCIPRN ) N RN R N
ST BT R A S
—iarctgz)(”
V3 3

Vratimo se u formulu:

J—xz)(:xlﬂd =—1n\x +X+1|+ —| +C_—1n\x +x+1\+z \/Z_ arctg \/fl +C
—ln‘x +x+1‘ ﬁarctng/§1+c
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Kako bi ovaj integral resavali da nismo smeli koristiti formulu?
J~ X +1
X+ X+ 1

Ideja je da se izraz u brojiocu Ax+B napravi da bude izvod izraza u imeniocu ax’ +bx+c.

. oo Mo s n . . A
To mozete uraditi tako Sto izvucete ispred integrala ey

a

U na$em primeru imamo X* + X+1 u imeniocu, njegov izvod je (X* +X+1)'=2x+1 , §to znaéi da u brojiocu treba da

: N A 1 . .
napravimo 2X+1, odnosno da izvu¢emo 7 = 5 ispred integrala!
a

I X+1 __J‘XZZ(_—;il I2X+1+1 _%j 2X+1 dX+I 1 dx

x>+ x+1 x>+ x+1 x>+ x+1 x>+ x+1

Sad se problem sveo na reSavanje dva integrala, gde prvi uvek radimo smenom, a drugi je tipa |, .

X+ x+1=t

J- 2X+1 _
(2x+1)dx =dt

X2+ X+1

:.[%dt :1n|t|:ln‘x2 +x+l‘

Ovaj drugi smo ve¢ reSavali:

1
1 2x+-)
1 1 1 X+—=t 1 1 t >
———dx= dx = dx="" 2 |=|———dx=—arctg— arct =
-[x2+x+1 jx2+x+1 J 1Y Iz NN 9\5 J3 J NE)
o 42 dx=dt | ey Y Y2
2 2 2
2 2x+1
=-——arctg

BB

Vratimo se na zadatak :

x+1 2X+1 1
J.x +x+1 J-x +x+1 -[x2+x+1 )
:—(ln‘x2+x+1‘+ arctg X+1) C
2 \/§ NE)
1 2x+1
=|=In|x> + X +1|+—=arct +C
y e s T
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x* +4x+1

I nadin_ ( uz pomo¢ formule)

h::éVaﬁ+bx+c+(B—ft9jg

a 2a

J~ 5X+3 N

x* +4x+1
A=5B=3a=1b=4,c=10

I __ X434 .§Jx2+4x+10+(3—5'4jj ! dx
¢ rax+10 1 2:-1)° x> +4x+10

=5X +4X+10 + (- 7)j—dx

VX2 +4x+10

=5-4/X> +4x+10 7]————————dx

VX2 +4x+10

Da reS$imo ovaj integral posebno, pa ¢emo vratiti njegovo resenje...

I————————dx_

VX +4x+10

X +4X+10=X> +4X+4-4+10=(X+2)* +6

x+2:t 1 o dx
———0X= | ——=0x = ————dx=kmmnm0:-——___:h4x+Jﬁia2+C
Jm J‘w/(x+2) +6 dXZdt j,/tZ +6 .[ 2 +a>

:Jnh+Vﬁ444=h4x+2+¢x2+4x+1q

j 5x+3 _SI x+2 7I I
x? +4x+1 x? +4x+1 VX2 +4x+10

:SvVﬁ+4x+10—744x+2+ﬁx2+4x+Mﬂ+C

II nacin (direktno, bez upotrebe formulice)

J- 5X+3 =9

NG +4x+1

Kako je izvod (X* +4Xx+10)=2X+4 =2(x+2) u brojiocu mora biti napravljeno to.
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3 3

5x+3 ) X+2— 2+—
—dX 5- —dx_
'[ X +4x+1 J.\/x +4x+10 I\/x +4x+10

3
=5. (j X2 g +j—dx)

x> +4x+1 X2 +4x+10

7
_5. (j X2y +j—dx)

x> +4x+1 VX2 +4x+10

=5. I _X*2 7 I—dx

x? +4x+1 X2 +4x+10

Sad radimo ova dva integrala ( drugi smo ve¢ resavali kod prvog nacina).

x> +4x+10=t>

X+2 (2x+4)dx = 2tdt Yt .
—dx= === |dt =t =vx*+4x+10
J.\/x2+4x+10 Z(x+2)dx = Ztdt I Y, j

(X+2)dx =tdt

dx =
I\/X +4x+10

X +4X+10=X> +4X+4-4+10=(X+2)* +6

X+2=t 1 o dx
- dX N t A — =1 ‘ 24 3%l+c
Im I\/m dx=dt | ) Tag oremo J — njx+yx*+a’ |+

:1n‘t+\/t2+6‘:ln‘x+2+\/x +4x+10‘

Vratimo se u zadatak:

j 5x+3 _5,[ x+2 7-[ I
x? +4x+1 x? +4x+1 VX2 +4x+10

=(5-/%? +4x+10—7-ln‘x+2+\/x2 +4x+10‘+C
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J‘ 2X+7

x+x2

Ovaj primer vam navodimo jer trebate voditi racuna o polinomu u imeniocu!

Rekli bi da je ovo integral tipa |, = Iﬂdx i radili bi:
ax” +bx+c
2X+7 2x+1+6 2X+1 6
[ k= k= [ [
X +X-2 X +X-2 x+x2 X +X-2

Resimo ova dva integrala posebno, pa ¢emo zameniti njihova reSenja...

X +Xx-2=t
J- 22x+1 i + dt
X" +X=2 (2x+1)dx:dt T

X2+ X — 2 X +X=-2

x2+x—2:x2+x+l—l—2=(x+1)2—2
4 4 2 4

1
x+—=t -
4dx 6 4d 2 :6j;2dx:korlstlmo:
X*+X—2 9 3
(X+ ) - dx = dt i
2
(-2 x+1—3‘
=6-—13ln 2 -2in|—22 1|X 1|
2-— |t+— x++‘ X+2
2 2 2 2

vratimo resenja:

2x+7 2X+1 6
J‘x +X=2 _Ix +X— 2 J'x2+x—2dX:
_ln‘x +X— 2‘+21n 1+C

X+2

2

+C

~ In|(x—1)(x+2)| +In| X~
X+2

(X—1) X+2) - x=D"], ¢

(x+2)*

=In

=In —(X_1)3 +C
(X+2)

ln|t| ln‘x +X— 2‘
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Nije bilo lako resiti ga, priznadete...
Nismo razmisljali jednu drugu stvar: Da li je ovaj zadatak mogo da se uradi kao integracija racionalne funkcije?

Proverimo da li polinom u imeniocu moZe da se rastavi na ¢inioce...

_b++/h% — v
X +X=2=0->Xx,= b 2b 4ac—>xl:1,x2:—2 MOZE!
: a

LakSe je raditi ( bar nama):

I 2X—|—7 —9
x>+ X— 2
2X+7 2X+7 A B

x2+x—2:(x—1)(x+2):x—1+x+2 .................................. /AX=1)(X+2)

2X+7=A(X+2)+B(x-1)
2Xx+7=Ax+2A+Bx-B
2x+7=x(A+B)+2A-B
uporedjujemo

A+B=2

2A-B=7

3A=9 > |A=3|>[B=—]

2X+7 _3+—1_3_1
(x—l)(x+2)_x—1 X+2 X—1 X+2
j 2XHT gy - —d —j —dx 3In|x—1|-In|x+2/+C
(X=1)(x+2)
=In|x—1] ~In|x+2|+C
I (x-1)°
X+2

Nas savet je dakle da proverite da li je kvadratna jednacina u imeniocu resiva i da ako jeste radite integral kao
integraciju racionalne funkcije.

J’ AX+B

Ako kvadratna nije reSiva, radite ga kao integral tipa |,
ax® +bx+c

Videli ste da su ispala ista reSenja.

Uostalom, odlucite sami, $ta vama viSe odgovara ili kako pak komanduje profesor...
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Slededi tip integrala je I ( ) \/dxz ”
mX+n)vax  +0bX+C

Ovi integrali se smenom: |mdx =——-dt |, svedu na integral tipa I, :J.

dx
Jax* +bx+c¢

- dx
-prlmer 6. — =7
J-x-\/xz —4x+1

Najpre uzimamo smenu X :I kojom svodimo dati integral na tip ;.

1 1 1
X=- _ N
j dx Bl :I o dt d
XA/ X2 —4x+1 dx:_tizdt /( )2 _4 1 /t2_ /1 4t+t

——dt

U* i

T

P —dt+1=t"—dt+4-4+1=(t-2)"-3

- at | at —t_2:Z——J'—dt —koristimO'J'—dX
V2 —4t+1 Jt=2)>-3 |dt=dz V22 -3 Jx2ta

:—ln‘z+\/zz—3‘:vratimo smenu:—ln‘t—2+\/t2—4t+l‘+c

Moramo da vratimo i prvu smenu :

=—ln‘t—2+\/t2 —4t+1‘+C —|-In

+C, pa je

:ln‘x+\/x2 +a’

l—2+ ( ) - —+1
X X

+C
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Metoda neodredjenih koeficijenata (metoda Ostrogradskog)

o L P (x . . . o
Ovom metodom se reSavaju integrali tipa J‘de gde je u brojiocu podintegralne funkcije imamo

Jax* +bx+c

polinom n-tog stepena.

Postupak rada je sledeci:
- postavimo jednacinu

'[#dx Q. (X)-vax* +bx+c +1-J‘

ax? +bx+c

dx
Jax? +bx+c

Ovdeje Q,,(X) polinom (n-1) vog stepena sa neodredjenim koeficijentima.
- ovu jednadinu diferenciramo

- zatim sve pomnoZimo sa ~/ax’ +bx+c

- sa obe strane dobijamo polinome reda n, pa neodredjene koeficijente odredjujemo izjedna¢avanjem

koeficijenata uz iste stepene x-a.

Kako je polinom P, (X) u zadacima najc¢eS¢e drugog stepena pocetna jednacina ¢e biti:

dex =(Ax+B) Vax® +bx+c + /I-j
ax’ +bx+c

dx
Jax* +bx+c

Ali, najbolje da to vidimo na primeru:

m .[ 2x2 +3X « =9

NG +2x+
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Postavimo jednacinu:

,[ 2x* +3x i = (Ax+ B)- /Xz+2X+2+,1.J'L—>diferenciramo

VX +2X+2

= (AX+BY /X2 +2X+2 + (VX2 +2x+2)(AX+ B) +

NG +2x+

2x% +3X

X2 +2X+2

2
2X X _ A-AX +2x+2+;(x2 +2X+2)(AX+B)+

VX2 +2X+2 X H2X+2

2
X3 A+ 2x 24— (2x+2)-(AX+B)+

VX +2X+2 20X+ 2X42

2x% 43X 1

= ANXE+2X+2 + Z(x+1)-(Ax+B)+

NXE4+2X+2 ZIX+2%+2

2X% +3x _A. m+(x+1) (AX+B) A N

VX2 +2X+2 X +2x+2 \/x2+2x+2

2X2 43X = AX* +2X+2) +(x+1)-(AXx+B)+ 1
Sada uporedjujemo koeficijente:

2X7 43X = A(X> +2X+2)+ (X+1)-(AX+B)+ 1

2x% +3x = AX® + 2Ax+ 2A+ A2 + BX+ AX+ B+ 4

2X> +3x =2Ax> + X(3A+B)+2A+ B + 4 — uporedjujemo
2A=2[A=]]

3JA+B=3

2A+B+14=0

3A+B=3->3-1+B=3—>[B=0
2A+B+1=052+0+1=0—[1=-2]

Vratimo se u pocetnu jednacinu:

jﬂd x=(Ax+B) X +2x+2+2-
X +2x+
= (IXx+0)-VX* +2x+2 -2
—x-\/x2+2x+2—2-'[

dx
VXT+2X+2
dx
VXTH2X+2
dx
VX +2x42

Da reSimo posebno ovaj integral...

V22
X+ 2x+2
X+ 2x+2
Va2
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_x+1:t
ldx =dt

:jLz

t?+1

'[\/X2+2X+2 :I\/x2+2x+1+1 :I\/(x+1)2+1

upotrebimo[i—l
BT
=ln‘t+\/t2+1‘+c = ln‘x+1+\/x2+2x+2‘+c

n‘x+ x*+a’|+C

Kona¢no, resenje ¢e biti:

'[ 2% +3X x.\/x2+2x+2—2-J‘

x? +2x+

dx
XE+2X+2
= x~x/x2+2x+2—2-ln‘x+1+x/x2+2x+2‘+C

I\/a2 —x*dx="?

Ako se secate, ovaj integral smo reSavali u fajlu parcijalna integracija. Tada smo rekli da on moze da se reSava na vise

nacina. Evo kako bi iSlo reSavanje metodom Ostrogradskog.

Naravno, opet racionalizacijom malo prepravimo podintegralnu funkciju...

Jai—x® Jai-x2 a’-x

1 '\/az—xz Ja o

= [

Sada je ovo oblik koji nam treba...
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2

a
————=dx=(Ax+B)- —x +A-
Ir — R
a>—x’
—_A\/a - X’ + (Ax+B +—
Jva’i—x’ a’—x’ ) a’—x’

a X —Aﬂ+ (Ax+B)+—’1

Jva’—x’ Jai-x?
a’—x’ =A@ -x*)-x(Ax+B)+ 1
a’—x>=Aa’— Ax* = AxX’ —Bx+ 1
a’—x’=-2Ax*-Bx+Aa*+ 1
uporedjujemo

—2A=-1

-B=0—>

Aa’+1=a’

ReSavamo ovaj sistemc¢i¢

A=
2

—>la2+/1=a2 — Az%az

Vratimo se u postavku...

;ﬁ e

— diferenciramo

2
dx = (Ax+B)-va? - x’ +/1-j%
—X

Va? - x? 2 a

al—-x* 1 X
J. x-vJal—x* +—a’-arcsin—+C
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