BROJNI REDOVI - ZADACI (11 DEO)

Dalamberov Kkriterijum

an+l

a,

Ako za red Z a, postoji lim|=1 =r onda vazi:
n=1

n—>0

- za r>1 reddivergira
- zar=1 neodlucivo
- za r<1 konvergira

Primer 1.
o . > 1
Ispitati konvergenciju reda -
n=1 1
ReSenje:

Najpre da odredimo a, . Ovde je to a, = - ( zna¢i uzimamo sve iza oznake za red). Dalje odredjujemo a,,, .Kako ?
n!

Gledamo a, 1 umesto n stavimo n+/ ,paje a,, ( 11)'
+

Sada koristimo Dalamberov kriterijum:

1 ‘

! !

| %t - g DY gt M L o
n—»0 a, ‘ n—0 l n— (n+l)| n—0 (n+1) \h\ n—>0 (n+1)

n!

Dakle, dobili smo da je r =0 < 1, pa po ovom kriterijumu , red Z

n=

1 .
— konvergira.
“ 1)

Primer 2.
Ispitati konvergenciju reda Z—

n=l1 n
ReSenje:

2n+1
n+l
lim |22t = fim [2E L) — k = mﬂ:2limiz2l—2
ool g n—w Z n—o QI (Vl + 1) n—w 2/ X (l’l + 1) n—o g+ 1
n

Ovde smo dobili da je r =2, a to nam govori da je red 2— divergentan.

nln



Primer 3.

(2n —1)” 1
Ispitati konvergenciju reda -
p g J Z (271) ” 2n+l
Resenje:
2n-D! 1 L .. ) ) ..
Ovdeje a, = W ST a da se podsetimo Sta znaci ovaj dvostruki faktorijel.
n)!!

n!'=nn-1)(n-2)-...-3-2-1
n'=nn-2)-(n—4)-...-

Zavisno da li je n paran ili neparan , kad ima !! stignemo do 2 ili 1. Recimo:

1011=10-8-6-4-2

911=9.7-5-3-1
Ovde vam savetujemo da vodite racuna o zagradama ( recimo (n!)!# n!!)

Da se vratimo na zadatak:

@Qn+D! 1
i 2+ DN 2"+2_i 2" @2n+D!! @2
e 2n=D! 1 e 272 2n-D! (2n+2)!!

2n)! o
L 2T @ra el T
e T Qe (20+2) 2R

n+l

. a
lim ‘ ‘

n—>0

1 2n+1 |1

"—>0°2 2n+2 |2

Dakle, r = !4, pa dati red konvergira.

Primer 4.

=
Ispitati konvergenciju reda Z—n
n=1
ReSenje:
(n+1)!

R T TS G 20 ) L S - ) B3 n"

lim || = lim =lim . -=lim .

e a, | e mb e al ()™ e A k) (n 1)
n}’l

=1lim =lim| — —l

_n—>oo n-+ 1 _n—>oo 1 _e

) n
=lim
n—0

n+l
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Ajde da resimo ovo i na drugi nacin:
Upotrebi¢emo trikée koje se Cesto koristi kad imamo n!. To je takozvana Stirlingova aproksimacija:

Sada imamo:

n! ~2nr -}/-e_" N2nx
a =— ~ =
"ot / e"

Probamo opet Dalamberov kriterijum:

N2(m+Dr
Ga @@ 2Dz Pwe)

lim =lim . =
naoo‘ a, n—w 1/2’172- n—o en+1 ~N2nmw ”Hw/-e )71\7’!
el’l
CqimL| 2D (L
n—>w o n e

tezi 1
Dakle r = 1/e , pa ovaj red konvergira...

Primer 5.

o . = n’
Ispitati konvergenciju reda Z—
n!

n=1

Resenje:

Ako probamo bez Stirlingove aproksimacije, imamo:

(n+1)""
! gl n+1)” ! ’
lim |22 = lim (n+1) :lim(n+1) T :lim( ) M >l\ :hm(n—’_lj B
n—>oo‘ a, ‘ n—w ﬁ n—w n? (n+l)| n—w n? MN n—w n

n!

W
. 1y 1Y)~ lim 2
=lim|1l+—| =lim|1+— =" =g’ =1
n—>0 n n—o0 n

Kriterijum je neodluciv, primenimo aproksimaciju:

n? n? 7"

n! - 2nz-n" e - 2nz-n"

n

n



Sad ¢emo opet probati isti kriterijum:

(n+1)” ™!
. la, | . 2+ -(n+1)" 2nr e on" (n+1)?
lim |2+ = lim . =lim - — =
naoo‘ a, ‘ n—® nt e na(;o\/z(n_l_l)ﬂ. ¢" (n+1) n?
2nr -n"
lim \N2nx >”\-e n" (n+1)"

el 2+ | X (n+1) - (n+1) 0’

tezi 1

) n Y 1 n+1Y ) n " . n-n—-1\" 1
lime- =lime-| 1+ -1 =lime-| 1+
oo \n+l) n+l|\ n n—0 n+1 n+l o= n+1 n+1

tezi 1

1
n n-(—n—l)-T
=1ime-(1+_—1) L:ehm(u j e 1

"= n+l) n+l  no= -n—1

n

(=n—1)-
(=n-1)
=elim(1+ ! j ! :e-e’llimL:O
n—>0 -n—1 n+l nop+1

Dakle, dati red konvergira!

KoSijev koreni kriterijum:

Ak d toji  limyfla| = da vazi :
O zare ;an pOS 0]1 ngg an| pOl’l a vazi

- za p>1 red divergira
- zap=1 neodlucivo
- za p <1 konvergira

Primer 6.

) _ n(n-1)
Ispitati konvergenciju reda Z (n—ij
n+

n=1



Resenje:

n(n—1) " n—1
. n—1 ) n—1\) n» . n—1
lim » =lim| — =lim| — =
e \\ n+1 n>o\ 41 noo\ p+1

n—1 n—1 n—1
im 1477 1) —tm[1e 222 S22 -
e n+1 "= n+l n=> n+1

. —2n+2
lim———=

) 1 _
=lim| 1+ =g il —e? =|
n—»o0 n 1 n—»o n 1 e2

-1

n(n-1)
J konvergira po Kosijevom kriterijumu.
n+

Kako jer= i <1 ,to znaci da red Z(
e’

Primer 7.

2n-Inn
o . - ( 1+cosn
Ispitati konvergenciju reda Z ( > J
+cosn

n=

Resenje:

Inn Inn

2n—Inn n(2—) 2——

. 1+cosn . 1+cosn n . 1+cosn n
lim p|| —— =lim}|| ——— =lim| ——
n—o \[\ 2+ cosn n—o \[\ 2+ cosn n—o\ 2 +cosn

. 1 Ve Ve v . v e . ’ .
Znamo da izraz —" teZi 0 kad n teZi beskonacnosti, a da cosn ne moze imati ve¢u vrednost od 1. Onda je:

I+cosn ¥ 1417 2V 4
lim[ 2Feos ) (LY Cpm[ 2] 22 <
e 2+ cosn o 241 3) "9

Dakle, ovaj red konvergira.

Rabelov Kriterijum:

- . . a
Ako za red Z a, postoji lim n(—=

n=1 n+l

-za t>1 konvergira
-za t=1 neodluciv
-za t<1 divergira



Primer 8.

i(Zn—l)!!' 1

Ispitati konvergenciju reda
o 2!t 2n+1

ReSenje:

Cn-DI! 1
" —-nn 1
lim n( a, _1) = limn( Cn)!! 2n+1 1) =lim#n Cn-=-DI 2n+2)!!2n+3
e g e (2n+ DI e 2+ 2r)! 2n+1
2n+2)!'2n+3

lim n( 2 n (2n+2) U 2n+3 n
=l1imn — =

e (2n+]) Qe 2wl 2n+1

2

lim n((Zn + 2)(2n2+ 3) 1) = lim n((Zn +2)(2n+3) : (2n+1) )=

n—>0 (2n+1) n— (2n+1)

) 4n* +6n+4n+6—4n* —4n—1 . 6n+5

lemn( > ):hmn(—z):

n—e (2n+1) e (2n+1)

. 6n*+5n 6 |3

=lim————=—=—>1

e dnt+4n+1 4 |2
Znaci da ovaj red, po Rabelovom kriterijumu konvergira.
Primer 9.

. S nle' .
Nadji vrednost parametra p tako da red Z s konvergira.
n=1 n
ReSenje:
Najpre ¢emo srediti izraz —=
an+1
nle"

a, v oonl e (D)7l e (n+)"" -(n+D) _1(m+D)"" _

a,, (n+Dle"™  (m+)e™  n"? (n+1)-nle"-e n"? e n"’
(n +1)/1+1+p

1[n+1j”” 1( 1}”*”
=—|— | ==|1+—
e n e n

Iskoristi¢emo trikée:



n+p
" =0, gde je @:(1 +—J

n
1 nrp ln(Hl)np (n+p)ln(l+l)
I+— =e " =e !
n
Sada je
+p 1 1 1
a 1 1 " 1 (n+p)ln(l+7j B (n+p)ln[l+7] —1+(n+p)ln(l+f)
o=~ 1+~ =—e Y=ele V=e "
a,, e n e
x}’l
1 .. . - Jpaa—
ln(l+;j moramo razviti koriste¢i :  In(1+x) = z (-1)nl n o -l<x<l
n=1
1. 1 1 1 .
In(l1+—)=—-—+o0(—) sadaje:
n n 2n n
1 1
B 1 11 1 1L .p p 1 p 11 o P—=
1 Inf 1 -1 S to(— Lo L2 o= —210(~
a, . +(n+17)n( +nj e +(n+p)(n 2n2+0(n2)) e ot 2n2+0(n2) e 2n+n(n) —e +n(n) —1+ 2 +0(l) kad n—> o
a n n

n+l

Dalje ¢emo iskoristiti Rabelov kriterijum:

1 1

2

lim (-2 —1) = lim n(1 +

n—>x0 a

~1)=limn
n—0 n 2

n+l1

Sada, ako je:

p —% >1—>p >% red konvergira

KoSijev integralni kriterijum:

Ako funkcija f(x) opada, neprekidna je i pozitivna, tada red Z f(n) konvergira ili divergira istovremeno sa

n=1

integralom j f(x)dx
1

Primer 10.

Ispitati konvergenciju reda zia

n=1



Resenje:

. Tl
Posmatramo integral: I —dx
X
1

Tl 1 N N VY. S
[ dx =lim [—dx = lim [ x“dx = lim /1 =1lim( - )=
lx Aaool X A~>ool Ao —cy +1 Ao —gy+]1 —a+1
—a+l
i) Ako je a>1 onda je lim(A 1 =0- L1
oo —g+]1 —a+l -a+1l a-1
—a+l 1

ii) Akoje a <1 ondaje lim( -
oo —g+1 —a+l

)=

Dakle, red konvergira za a>1, a divergiraza o <1.

Primer 11.

1
nln

Ispitati konvergenciju reda sa opStim ¢lanom a, = B gde je n>1
n

Resenje:

© 1 A

j dx = lim dx
> xIn” x 4> xIn” x

Resimo najpre integral na stranu bez granica ( da ne bi morali da menjamo granice jer moramo upotrebiti smenu)

Inx=t
—-p+l I-p
xIn” x —dx=dil ¢t —p+l 1-p
X
) A 1-p I -
J- 1 dx =lim | ——dx = lim% /4 = lim (In4)™” (n2)™" _
lenpx A—)oolenpx A—>oo l_p jrave l_p l_p
=r I=p 1-p 1-p
i) Ako je 1-p<0—p>1 konvergira (InA) " (n2) 7 _ 0— (In2)”" _(n2)
I=p 1=p I-p  p-l

1-p 1-p
ii) Ako je p<I divergira lim (nd)? (In2) =00




Gausov kriterijum: Ako za red z a, sapozitivnim ¢lanovima postoji:

n=1

1

@y —) za Ve>0 tada:

—:/1+ﬁ+o(
a n

1
n

n+l

1) Ako je 4> 1 red konvergira
i1) Ako je A<1 red divergira

111) Ako je 1=1 tada { za y>1 red konvergira }

za p<1 red divergira

Primer 12.

L y & @en-pul’
Ispitati konvergrenciju reda Z W
n)!!

n=1

Resenje:

[(2;1—1)!!}”
a, | @ :[(2n—1)!!(2n+2)!!}p_{ n-1! (2n+2)(2n)!!}p:{2n+2}p

a,, _[(2,“.1)”}” Cn+D! 2o 2n+1)(2n-1! 2n)! 2n+1

(2n+2)!!

Sad spakujemo malo ovaj izraz i upotrebljavamo binomnu formulu:
2n+21" [2n+1+41]" . "
2n+1 2n+1 2n+1

Py, b w0 (P, L [Py, 1 0
_(0]1 Gt J{ljl G? {2}1 Gt

=1+ p(p+1)2+0(iz)
2n+1 |2(2n+1)

1
+o(—
2n+1 ( 2)

1+—2 +0(L2)
2(n+— "
(n+)

p/2
n+1/2

:1+p—/2+0(L2)
n n

=1+

+0(i2) kadn — o
n



1

1 )
n

Ovo uporedjujemo sa R o
n

n+l

Jasno je da je 4 =1 pa nam treba ,u:§

1) Akoje u :g >1— p>2 redkonvergira

il) Akoje u= g <1—> p<2 reddivergira
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