STEPENI REDOVI — ZADACI ( I deo)

DEF: z a, (t-to)" je stepeni red , ako stavimo t-ty=x, dobijamo z a, X" =agta;x+...tax"+...
n=0 n=0

Delimi¢na suma reda je Sy(x)=Y a,x" ;an-ti ostatak je Ry(x)= D a,,, x""*
k=0 k=0

Ako postoji R tako da je |x| <R onda taj red konvergira, a za |x| >R divergira.
Interval (-R,R) je interval konvergencije reda . konvergira

divergira -R R divergira

Za x=R i x=-R, radimo posebno , koristec¢i kriterijume za konvergenciju brojnih redova.

KoSijeva formula: lim ——| =R
o an+1
1 . I —
Korena formula: ———— =R to jest E:hm" a,
l‘m n n—o
lim e,

VaZe sledece teoreme:  Nekaje S(x)= Y a, x"
n=0

0

) lim S(x)= lim Y a, x"=>"( lim a,x")=S(xo)
XX, XX, =0 =0 XX,
b © 0 b

2) j ( Z a, xX")dx = Z( a,x"dx)
a n=0 n=0 4

3) Stepeni red se na intervalu konvergencije moze diferencirati ¢lan po ¢lan

RAZVOJI
© n © x2n+1
e’ = de je (-0 <x<o sinx = -1)" ,  (-o<x<oo
2, oy edele ) 2 o )
o x*" o
cosx =y (-1) 2n)’ (-o<x<w) (I+)"=> (x",  -1<x<l
n=0 n=0
© x" o X"
In(1+x)= > (D™, > -1<x<I In(1-x)y=- > 7, -l1<x<I
n=1 n=1
1 o0 x 0
= x" -1<x<1 = x"
1-x ; l1-x Z



Primer 1.

Odrediti polupre¢nik konvergencije i ispitati konvergenciju na krajevima intervala konvergencije za sledece stepene
redove:

2) i(n+1)x”

i (n+1)x"

n

=R

Ovde je a, =n+1 pa ¢emo iskoristiti KoSijevu formulu: lim

n—>0 an+l

lim-% —pim 2Ly
n—0 an+1 n—oo I’l+2 1

Dobili smo da red konvergira u intervalu (—1,1). Sad moramo ispitati za x = -1 i za x=1.

zax=-1

Ovu vrednost zamenimo u dati red : Z (n+D)x" —> Z (n+1)(-1)"
n=0 n=0

Dobili smo alternativni red. Kako je lim(n+1) = zaklju¢ujemo da ovde red divergira.

zax=1

i(n+1)x” —>i(n+l)(l)” =i(n+1)

Ovaj brojni red takodje divergira, jer mu opsti ¢lan ne tezi nuli: lim(n+1) =

n—0

Zakljucak: Red Z (n+1)x" je konvergentan na intervalu (—1,1)

n=0



Ovde je a, =— pa je zgodno opet koristiti Kosijevu formulu
1
. . n . n+l 1
lim -2 = lim—2— = lim 2= =~ =1
n—»ow an | n—o 1 I 7]
n+1

Dobili smo R=1 pa za sada imamo da red konvergira na intervalu (- 1,1)

zax=-1

. o . 1
Ovo je alternativni red gde je a, =—
n

. . 1 1 . . T | o o
Red je opadajuc¢i jer n<n+l——> ] —a, >a,, 1opsticlan tezi nuli lim—=0 pa po Lajbnicovom kriterijumu
n n+ now g

ovde red konvergira.

zax=1

Za ovaj red jos od ranije znamo da je divergentan ( pogledaj prethodne fajlove o brojnim redovima)

Zakljucak: Red zx_ je konvergentan na intervalu [ -1,1)
n=0 n
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—on +1
) 2" . s
Kako je a,=—; " zgodno je probati Kosijevu formulu:
n°+
27‘1
2 n 2 2
lim % = fim— 2l gy 2 DA 2 |n tanv2) 1
n—>0 a,. n—om 2 n—w ) n+1 n—>oo/2//'2 n°+1 2
(n+1)° +1 e

.. . ) 11
Znaci da red konvergira , za sad , u intervalu (—5,5)
zax=-—

2

n 1 n n -1)"
L2y LS
R I e
~ p?+l ~ n*+1 ~n*+1
Dobili smo alternativni red kod koga je a, =— %

n°+

Red je opadajudi i opsti ¢lan tezi nuli lim

oo p” 41

1
zax= —

2
w2”(;)” oo2"21n =
; n* +1 _;n2+l_nz=:§n2+l

Ovaj brojni red je takodje konvergentan ( direktna upotreba reda zik ; ovaj red za k>1 konvergira, a za k< 1
n=1 1

divergira)

00 n_.n

Zakljutak: Red > =

w0 N~ +

je konvergentan na intervalu [—% ,%]

—— =0 pa po Lajbnicovom kriterijumu ovaj red konvergira.



Primer 2.

2) Odrediti poluprecnik konvergencije i ispitati konvergenciju na krajevima intervala konvergencije za sledece stepene
redove:

S n+l " ;
0 3

b)

(_2)”x2n

1M

Resenje:

e v . v . .. 1 PO
Ovde ¢emo koristiti drugu formulu za trazenje polupre¢nika konvergencije reda : z =limy/|a,
n—»0

© 1 n’
Y

1 — — (n+1) —(n+1)" — Y
— =limy/|a,| =lim} =llm|— | =lim|1+—| =e
R n—»o n| n—»o ( j n»oo( j n—)oo( j

n n

1
—=e—> R:l
R e

Dakle, za sada znamo da ovaj red konvergira u intervalu (—l,l) .
e e

Proverimo najpre da li opsti ¢lan tezi nuli:

lim (n—ﬂj in =lim (1 + lj in =lime" in =1 Odavde zakljucujemo da red divergira.
e n—>0 n e n—>0 e

Za x=-l

e

Ovde se radi o alternativnom redu, ali slicnim na¢inom razmisljanja dolazimo do zakljucka da i ovde red divergira.
5



Zakljucak: redZ(n—Hj x" konvergira u intervalu (—l,l).
=\ n e e

Primenjujemi isti kriterijum:

lzﬁz/ajzﬂdz_”:Ez:z

R n—w n—»0 n—»o

=2- R:l
2

==

Sta ovde moramo voditi racuna?

Pogledajmo zadati red i(—2)"x2” = i(—2)n (x2 )n

n=0 n=0

Znaéi da se ovaj polupre¢nik konvergencije odnosi na x*> a na x ¢ée se odnositi:

R:l jez\el)(z—)R:\/I:L jezax
2 2 2

1 1
Red dakle konvergira u intervalu | ——,—
: ( NP ﬁj
redovi ¢e biti divergentni jer o¢igledno opsti ¢lan ne tezi nuli.

1
X=—
V2

Zakljucak: red Z(—Z)"xz” konvergira u intervalu (—%,%)
n=0

www.matematiranje.com




STEPENI REDOVI — ZADACI (11 deo)
Primer 1.

Funkciju f(x)=arctgx razviti u stepeni red i1 odrediti njegovu oblast konvergencije.
ReSenje:

o . . . 1 <
Ideja je da koristimo poznati razvoj P = z X" -1<x<1
-X n=0

Dakle, ovde je x* e (=1,1) = x e (=1,1)

b © 0 b
Kako vazi teorema .[ (Zan xNdx = Z( .[ a,Xx'dx) , to jest da na intervalu konvergencije integral prolazi kroz

a n=0 n=0

stepeni red, imamo:

X 2n+1

xﬁmy;ewﬂnm;eijm:;@wz

o1 X
0 n+l

f(x)=arctgx = j1+

0

Uvek treba ispitati konvergenciju dobijenog reda na granicama intervala konvergencije.

Kod nas je to u ovom slucaju x=-11 x=1

Zax=-1
ovo je 1
Ee) x2n+l ) (_1)2n+l 0 (_1)" (_1)2" (_1)1 Ee) (_1)n+l
-1)" —>zax=-1-) (-1) = =) ——
,,Z:;‘( ) 2n+1 ,,Z;‘( ) 2n+1 ,,Z:;‘ 2n+1 ;2n+1

Ovo je alternativni red i na njega ¢emo primeniti Lajbnicov kriterijum:

lim =0 ivazi: n+1>n—->2n+1)>2n->2n+)+1>2n+1— < ! —la,, <a,
n—o 2p +1 2(n+1)+1 2n+1

Znaci da je ovaj alternativni red konvergentan.

Zax=1

o0 2n+1 o0 2n+1 o0 _ n
31y = emxﬂeZewm _[3 D
e 2n+1 o 2n+1 |3 2n+1

Sli¢no kao za prethodni brojni red i ovde je po Lajbnicovom kriterijumu red konvergentan.

Dakle, nas stepeni red je konvergentan za x €[—1,1]



Primer 2.

Funkciju f(x)=1In ?Jr Y razvitiu stepeni red.
ReSenje:
fx) =22
I-x
)= 1 _(2+x)_fﬁx&}a—xy+u2+x)_ 3
24x (1-x) 2+x (1-x)* (2+x)(1-x)
I-x

Dobili smo racionalnu funkciju koju ¢emo poznatim postupkom rastaviti na sabirke:

3 _ A N B
Q2+x)(I-x) 2+x 1-x
3=A(1-x)+B(2+x)
3=A—-Ax+2B+ Bx
3=x(-A+B)+A+2B

.............................. /2+x)(1-x)

~A+B=0
A+2B=3
3B=3—|B=1|—>|4=]
3 1 1 1 1 (1 1 1

Qrx(-x) 2+x I-x

Poluprecnik konvergencije ovog reda je :

2.2

= lim—2— = lim>2=2 ,znaéi xe(-2,2)

n—o 1 n—oo >n\

2n+l

4,

lim

n—»0

a

n+l

Sada , za interval x € (—1,1) ( koji pripada dobijenom intervalu (-2,2) ) imamo:



f(x)==
1_’_7 l_x n=0 n=0
2
S (_1)” n S n
=202 o +Z=:; x
I IETI
n=0 2 n=0
) 1 +2n+1 ,
= ZO< )2n+l X

Sad da preko integrala vratimo funkciju na f(x).

f)= j(Z( )y +2"

n+l
n=0 2

2n+l

n=0

Primer 3.

Funkciju f(x)=

1+ x
(1-x)*
ReSenje:

Opet moramo rastaviti datu funkciju.

l+x 4 B ___C
(1-x)’ (1-x)’

_1—x+(1—x)2
l+x=A(1-x)>+B(1-x)+C
l+x=A(1-2x+x*+B—-Bx+C
l+x=A-2Ax+ Ax* +B-Bx+C
l+x=4Ax" +x(-2A-B)+ A+ B+C
A=0

)d z ( 1) + 2n+1 I

ndz

n=0

—24A-B=1
A+B+C=1
B=-15C=2
1+ x 0 -1 2 2 1
= + + = -
(I-x° 1-x (1-x)* (-x) (1-x) (I-x)
Dakle :
1
/0= (1—) (%)

( 1)n+2n+1 ' xn+1

0 (_1)n+2n+1xn+l

2! n+1

0

razviti u stepeni red, a zatim odrediti zbir reda z

n=1

=

n=0

2" (n+1)

2

n—1




Znamo da je 1 =Z X" -1<x<1
- X

n=0

Obelezimo sa g(x) = " L i X"
- X n=0
Izvod je :
1 1

ey ST S N

€ a—>( Y a—)“ T

NN 3 3 vy 2
g (x)=- (1_ R T(1-x))= R x)42(1 x)(=1) 0
Sad radimo:

0 / o0
! =g'(x)= x"| = Z nx""" Pazi: moramo promeniti da n ide od 1.
(1 - x)z n=0

n=1

(1—2x)3 =g (x)= g (x) (an J =§:n(n—1)x”_2

n=2

Pazi: moramo promeniti da n ide od 2, ali posto prethodna suma ide od 1, izvr§i¢emo malu korekciju za ovu drugu

sumu, staviéemo da ide od 1, a gde vidimo n piSemo n+1

(1_ R —Zn(n Dx"? Z(n+1)(n+1 x"2 =i“(n—i-l)nx”’1 = i“n(n+l)x”’1

Sada se vracamo na zadatak:

f(x)=g7(x)—g'(x)= Zn(n+1)x” ! an :i n(n+1)—nlx"" 22[112 +n—nlx""

n=1

f(x)= znz n-1

e . = n? . . ) )
Da bi nasli trazeni zbir reda z - , trebamo umesto x u nasem redu f(x)= z n’x"" staviti neki broj.

n=1 n=1

Ovde je ocigledno da to treba biti 5 Ovu vrednost menjamo u pocetnu , zadanu, funkciju:

1+—
11+x3_)f(%): 12 D
(1= -2y

fx)=



Primer 4.

. o - ) . . = (—1)"n?
Odrediti oblast konvergencije i sumu reda anx” a zatim na¢i sumu numerickog reda Z%
n=1 n=l1
Resenje:
Kako je a, =n’ koristimo formulu  lim |~ =R
e an+l
2 2

. |a . n . n 1

lim | —=lim > =lim— =-=1 dakle R=I

o g |omoe(n41)” moenT +2n+1 1

Red je konvergentan za x € (—1,1). Moramo ispitati Sta se deSavaza x=-1 1 za x=1

Za x=1

Dobijamo brojni red Y n°1"" =>"n* . Ovde odmah moZemo zaklju¢iti da red divergira jer mu opsti &lan ne teZi

n=1 n=1

nuli: limn? =o0.

n—>0

Za x=-1

Sliéno razmisljamo: dobijeni red je Z n*(=1)"" , ali i on divergira jer mu opsti ¢lan ne teZi nuli.

n=1

Zakljucujemo da oblast konvergencije ostaje x € (—1,1)

! :i x" -1<x<1.

Koristi¢emo poznati razvoj "
- X n=0

y y ) ., .. 1 < ..
Posto u nasem redu n ide od 1 , napraviéemo malu korekciju (——= Z X" sve pomnozimo sa x):
l1-x n=0
0
X
dx'=— xe(-L)
n=l1 1 -X

Dalje radimo:

www.matematiranje.com




VRS WSS RS Wi B WRIOR) v

ovo je izvod

od x"

Sad unutar zagrade radimo isti trik kao malopre:uzmemo x pa ispred zagrade

ovo zamenimo

E sad samo imamo posao da nadjemo ove izvode:

X(X(LJ/J/:x(x(l—x+xjj/:){ X j/ (- x)? =2(1-x)(- Dx _
I—x (1-x)° (1-x)°

(1-x)°*
L2 +2(1-x0)x h\Q[l x+2¢] _ xtl_[xGr))

(1-x)* (1-x)* Y= |a=x

© 1\ 42 -
Sumu numerickog reda Z% ¢emo naci kada umesto x stavimo 1 u anx” odnosno u )(cl(x +)13) )
n=l n=1 —X
1 1 1
n=l1 2n 1_ _l 3 ﬂ 27
-

Primer 5.

Ispitati konvergenciju reda Z ntl

—~x" 1 naintervalu konvergencije na¢i njegovu sumu
n=1 n
ReSenje:
n+l
. . n+l n +2n+1 1
Iz lim |—~ =R dobijamo: lim— ( )’ im—; =-=1
n—o an+l n—o 1N+ 2 n—o n(n + 2) n—->©  p° 4 2n 1

n+l
Odavde zaklju¢ujemo da red konvergira za x € (—1,1)

Zax=-1

Dobijamo red Z—( 1)", ali je ocigledno da njegov opsti ¢lan ne tezi nuli, lim—— =120 pa red divergira.
n=l N

n=w 41

6



Zax=1

N . ~n+l o ve . .
Sli¢na situacija, dobijamo red Z— ¢iji opsti ¢lan ne tezi nuli, paje red divergentan.

n=1

Zaklju¢ujemo da je oblast konvergencije datog reda interval (—1,1).

o0

Obelezimo sumu reda sa f(x) = Zn—ﬂx

n=1

n

Najpre ¢emo , na intervalu konvergencije, dati red integraliti da ““ uni§timo” n+1, dakle:

[ £ () :I(in—Hx”)dx :i”—“j x”dx:i};{;{:ix;

n n=l N 0 n=1 n=1

) n+l © n
Izbacimo jedno x ispred: z r - xzx—

n=l1 n n=1 n
Odavde je dakle:
X 0 xn
j SO =D T /i x
0 n=1 n

1 X 0 xn
;.([f(x)dx —Z »

n=1

Sad trazimo izvod od ovoga:

1 - = & 1 x ! x© n ! £ n—1 © . 1
o] (5] 55 e

n=1 1

/
Odavde je dakle (1 | f(x)dxj =
X 0

R
1-x

Da bi nasli 1 I f(x)dx moramo integraliti IL’ pa dobijamo:
Xy - X

1)( X 1 x
;_!f(x)dx-!mdx——ln|l—x|0— ~In|1—x]




Odavde imamo:

ljf(x)dx = —In 1= X| oo, /*x
xO

jff(x)dx = —xln|l—x|

0

Konac¢no ¢e biti:

f(x)= [j f(x)dxj =(-xInfl-x

izvod proizvoda

/ 1 b
) ——1-1n|1—x|+E(—1)(—x)— —ln(l—x)+1—

www.matematiranje.com




FURIJEOVI REDOVI - TEORIJA

Dirhleovi uslovi

Kaze se da funkcija f(x) ispunjava Dirihleove uslove u intervalu (a,b) ako je u tom intervalu:

i) uniformno ograni¢ena, to jest da je | f (x)| <M zasvako xe(a,b),gde je M konstanta

( ako je ogranicena u intervalu (a,b) ili konac¢na u svim tackama tog intervala)

ii) ima ne viSe od kona¢nog broja tacaka prekida i sve su prvog reda, to jest u svakoj tacki prekida postoji
konacan levi i desni limes

(‘ako je u tom intervalu neprekidna ili ima konacan broj prekida prve vrste, takozvanih “skokova” )
iii) ima ne viSe od kona¢nog broja pravih ekstremuma

( ako je u datom intervalu monotona ili ima konacan broj ekstremuma)

Dirhleova teorema

Nekaje f(x)e X',X'={f € X/ f ima odgovarajuce jednostrane izvode na [—x, 7].
Furijeov red funkcije f(x) konvergira ka vrednosti:

f(x=0)+ f(x+0)
2

autaCkama x ==*x konvergira ka

f(r=0)+ f(-7+0)
2

Na primer, ako uzmemo da su b i ¢ tacke prekida prve vrste, Furijeov red ima sumu:

5 LOOHO0 Sl fierO)

S m)+ f(n)

Na primer, ako se radi o intervalu [m,n], na krajevima intervala Furijeov red ima sumu S = 5

Kako se funkcija razvija u Furijeov red?
Na predavanjima profesori najéesce to objasnjavaju preko funkcije f(x) zadate u intervalu [—x, 7], koja se periodicki

produzava periodom 27 .



Furijeov red je oblika:

f(x)= %ao + Z(an cosnx +b, sin nx)

n=1

a,,a,,b, suFurijeovi koeficijenti koje mi ustvari 1 traZzimo preko formula.

n’=n

1) Ako nam je datinterval [, 7]

i) Ako funkcija nije ni parna ni neparna, onda je:
1 VA

4, =— j F(x)dx
4 -

a,= 1 I f(x)cosnxdx
4 -

b, = 1 J- f(x)sin nxdx
4 -

f(x)= %ao + Z(an cosnx + b, sin nx)

n=1

ii) AKo je na intervalu [-7,7] funkcija neparna, onda je:

bnzijf(x)sinnxdx doksu a,=0Aa,=0
0
f(x)=>_b,sinnx
n=1
iii) AKko je na intervalu [-7,7] funkcija parna, onda je:
2 a
a, == j F(x)dx
4 0
a, _2 j f(x)cosnxdx  dokje b =0
T 0

f(x) =%a0 +Zan COS nX
n=1



2) Ako nam je dat interval [-/,/]

1 !
a =7 [ ()
-1
a —lj.f(x)cos@dx
S [

1 nwx
b =- x)sin——dx
: l_j}f( )sin—
f(x):%ao+2(an COS?‘FZ)}? sin?)
n=1

3) Ako je funkcija data u proizvoljnom intervalu |[a, b]

2 b
a, = Ez[f(x)dx

2 2nwx
=— cos d
a, b_g{f(x) e
2 2nwx
b =—— sin d
: b_alf(x) s
1 = 2nrwx 2nwx
=—aq, + cos +b sin
S()=a ;(an o thsins )

U zadacima ¢e vam se Cesto padati neki od sledeéih integrala, pa da se nebi mucili:

T T T T
J' sin nxdx = 0; J' cos nxdx = 0; j cosnx sinnxdx = 0; J' cosnx cosmxdx =0
- - - -

T T T
J' sinnx sinmxdx = 0; j cos’nxdx = 7: j sin’nxdx = 7
-

- -

Kod svih ovih integrala je naravno m #n



FURIJEOVI REDOVI - ZADACI (I deo)

Primer 1.

Funkciju y = |x| razviti u Furijeov red na intervalu [-7, 7]

Resenje:

Najpre ¢emo nacrtati sliku da se podsetimo kako izgleda ova funkcija...

y=-X y=x

-

y=/|
Ocigledno je funkcija parna ( grafik je simetrican u odnosu na y osu), pa koristimo formule:

2
a,=—
V4

]E f(x)dx

a, _2 j f(x)cosnxdx  dokje b =0
7 0

f(x)z%a0 +Zan COS nx

n=1

Dalje trazimo:



s

a, =£.[f(x)cosnxdx:an =£jxcosnxdx:
7[0 7[0

Ovaj integral ¢emo resiti uz pomo¢ parcijalne integracije, izvu¢imo ga na stranu , bez granica:

x=u cosnxdx=dv

) | xsinnx 1 .
jxcosnxdxz 1 . =x-—s1nnx—j—51nnxdx= ——.[smnxdx:
dc=du —sinnx=v n n n n

n
xsinnx 11 xsinnx 1
= +——cosnx = +— cosnx
n nn n n

Sad mu stavimo granicu:

xsinnx 1 T wsinnz| 1 O-sinn-0 1
( +—2cosnxj/0: +—cosnr —(—+ =

)
n n n n n n ovo je 1
ovo je 0

1 1 1
=—cosnz—— =—(cosnz—1)
n n-n

Onda je :
1

2
n

a, = z.[f(x) cos nxdx = (cosnmr—1)= (cosnm—1)
T 0

3 |

2
n

Naravno da n uzima vrednosti 1,2,3...
Izraz cosnz neizmeni¢no ima vrednosti :

zan=I je cosr=-1
zan=2 je cosz=1
zan=3 je cosr=-1
zan=4 je cosz=1
itd.

Dakle , vazi da je |cosnz =(—1)"

2

2
n

(=D"=1)

Ondaje a, =

Ako je n paran broj , imamo: a,, = %((—1)2” -1)=0
n

2 -4

2
(=2)= 7(2n—1)?

2 1) (D™ -D=

Ako je n neparan broj , imamo: a,, , = = _7r(2n _1y? ’



Vratimo se sada u formulu za razvoj:

4 1 -4 & cos(2n—1)x
f(x)_—a0+2a COSI’LX——E+Z(WJCOS(2VI—1)X:57T+7; (2]1—1)2
Dakle :

gl 4G ccos(n-1)x
fe=pl=gm-22, Qn—1y
Primer 2.

Razviti u Furijeov red funkciju f(x)=sgnx uintervalu [-r, 7]
Resenje:

Najpre malo objasnjenje:

Funkcija sgnx se €ita signum od x ili po naski znak od x .

-1, zax<0

Onaje ustvari: sgnx=4 0, zax=0 pogledajmo sliku:

+1, zax>0
yA
1«
fa) »
V) X X
Ako je x# 0 onda imamo sgnx =
| i

Nama ova funkcija treba na intervalu [—z, 7]:

vA

D
v




Ocigledno je data funkcija neparna, pa koristimo formule: b, = zj f(x)sin nxdx f(x)= an sin nx
7Ty =

b, :zjf(x)sinnxdxzzjsinnxdx:E(— cosnxj/ﬁzg(_cosmz + cosn-Oj:
Ty, Ty T n 0 ~x n n

=3(—ﬂ+%j= 21

T n

Opet ¢emo razlikovati parne i neparne clanove:

Za n paran broj je b, =0

2
Za nneparan brojieb, =—(1+)=—
P 136 D2n 72'(2}1—1)( ) r(2n-1)

Sada se vratimo u pocetnu formulu za razvoj i imamo:

S(x)= ibn sinnx = iLsin(zn_l)x :ii sin(2n—1)x
b

= r(2n—1) ~ 2n-1

n=1

4 & sin(2n—1)x
sgnx=—) —————
8 72',,221: 2n—1

Primer 3.

.. T, —n7<x<0
Funkciju f(x)={

razviti u trigonometrijski red.
x, 0Zx<rx¢

Resenje:

Najpre uo¢imo da je zadati interval [—z,7]. Znac¢i da ¢emo koristiti formule:
15 1% 17 .

a4, =— j F(x)dx a, =— j £(x)cos nxdx b =— j £ () sin nxdx
4 - T - 4 -

Pazite na jednu stvar: posto je funkcija zadata na ovaj na¢in moramo raditi 2 integrala, gde ¢emo kad su granice od

—r do 0 uzimati vrednost f{x) = x, a kad granice idu od 0 do 7 uzimamo f(x) = x

0 4 2
1x T 3z



17 17 17
a, :;_J;f(x)cosnxdx:7£/cosnxdx+;£xcosnxdx
0 Vg
= .[cosnxdx +ljxcosnxdx

- 7Z'0

Ovde imamo integral sa parcijalnom integracijom, pa ¢emo njegovu vrednost ( bez granica naci “na stranu”)

x=u cosnxdx=dv !

1 . xsinnx 1 ¢ .
Ixcosnxdx= 1. =x~—smnx—J‘—s1nnxdx= ——Is1nnxdx=
dc=du —sinnx=v n n n n
n
xsinnx 11 xsinnx 1
= +——cosnx = +—cosnx
n nn n n

Sad se vratimo u a, :

‘ 17 1. 0 1(xsinnx 1 n
a,= jcosnxdx+—jxcosnxdx=—smnx/ +—( +—2cosnxj/
it T, n -T T n n
:[—sinn-O—lsinn(—ﬂ)Hl[ M+i2cosn7r - M+i2cosn-0 ]
n n Vs n n n n
ovo je sve 0 ovo je 0 ovo je 0
=—(—cosnr——)=—(cosnr—1)= 12 (V)
n n n n
Dakle
-2
1 ., ——, n=2k+1, k=0,1,23..
a,=—(=D)"-D)={ #(2k+1)
n

0, n=2k, k=0,1,2,3...

Jos da nadjemo :

V4 0 V4
b, =ljf(x)sinnxdx=lJ-7zsinnxdx+l.[xsinnxdx
T=:, T, 5

0
= j sin nxdx +

17 .

— I x sin nxdx
- 4 0

I ovde ¢emo najpre odraditi parcijalnu integraciju:

x=u sinnxdx=dv

. 1 xcosnx 1
Ixsmnxdx: 1 :—x-—cosnx+j—cosnxdx:— +—jcosnxdx:
dc=du —-—cosnx=v n n n n

n
xcosnx 11 . xcosnx 1 .
=— +——sinnx =|— +—5sinnx
n nn n n




Sada imamo:

0
b = j sin nxdx +

-

( 1 j 0 1( X COS X
=|—-—cosnx |/ +—|—

V4
.[ X sin nxdx
0

N |-

n - T n

n
1 1 1 r7mcosnrz
=——+—cosnr+—(———)
n n T n
1 cosnm cosnrx
b =——+ -
n n n
1
b =—
n

Sada moZemo zapisati i ceo razvoj:

1

n

f(x)= %ao + Z (a, cosnx+b, sinnx)
n=1

+—sinnx

2

4 75 (2k+1)

S(x)= 3z 2 z cos((2k + 1)) _i

n=1

sin nx
n

V4
)
0

= {(—lcos n- OJ - (—l cos n(—zz)j} L {(——” cosnz
n T n

+—zsin nr
n

_O-cos(n-O)+

n

Lzsin(n . 0))}
n

Ovaj red konvergira ka funkciji S koja se, po Dirihleovoj teoremi poklapa sa funkcijom f na intervalu:

[-7,0)U (0, 7] akako f(x) ima prekid za x =0 to je S(0)= f

grafik pogledajte na slici:

YA

=2n -:7[

) 4

. A

0-0)+ f(0+0) :7Z'+0:£

D

21

<Y
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FURIJEOVI REDOVI — ZADACI ( 1I deo)

Primer 4.

Funkciju f(x)= |x| —1 razviti u Furijeov red na segmentu [—1,1] a zatim izracunati sumu reda Z o 1)
n=1 n—

Resenje:
Kako je f(—x)= |—x| -1= |x| —1= f(x) zakljucujemo da je funkcija parna .

Koristimo formule:

f(x) :%ao +Z(an cos?ﬂan sin?)

n=1

:Hlf(x)dx an:%.[f(x)cosn—ilzxdx b =0
:%:flf(x)dx:%:fl(x—l)dx:2£(x—1)dx=2(§—xj/é:—l

1 1
nITX
jf(x) cos—dx = j(x—l) cos —=dv = 2j(x—1) cos nxdx
_1 0
Kao i uvek , ovaj integral ¢emo resiti na stranu uz pomo¢ parcijalne integracije:

x—1=u cosnxxdx=dv 1 i
=(x—1)-—sin nﬂx—j—sin nxxdx =

I(x —1)cos nzxdx = 1 .
dx=du —sinnrx=v nrw
nw
_ (x—1)sinnzx —ijsin wrdy — — (x—1)sinnzx +iLcos o
nw nw nrw nw nw
(x—1)sinnzx 1
= + > COSNTX
nx (nr)
Sad se vratimo da ubacimo granice:
( (x—1)sinnzx
a,= ZI (x—1)cosnmxdx =2 ~cosnzx |/ =
7 nrx (nr) 0

_y (1-1)sinnxl N 1 _cosnl |- (0-1)sinnz0 N 1 _cosnz0
nrw (nr) nx (nr)

1 1 2
2((’1”)2 cosmz—(mr)zj—(mr)2 (cosnz—1)= (n;r) (( )" — )




Sli¢no kao u prethodnim primerima, razmisljamo o parnim i neparnim #, pa je:

0, n=2k
an:{_iz’ n:2k—1
(nm)

Sad idemo u pocetnu formulu:

f(x) :la0 +Z(an cos?ﬂan sin?)

> 2k -1
1= 1= 5D+ 3o D

E
1 4 $eos(Zk—Drx
2 e (2k-1y

|x|—1:—

0

Pogledajmo 1 sumu koja se trazi:
gledaj j Zl D

. Vidimo da u naSem redu treba ubaciti x =0 :

2

I 4 &Geos(2k—1)70
5_7[2,; 2k —1)

1 4 &
5_?21(% 1)?

0]-1=-

4 & e
_22(2k 1) Eﬁz(zk 1) ?

T k=1 k=1

Primer 5.

Funkciju f(x) = x-2 razviti u Furijeov red na segmentu //,3] .

Resenje:
Moramo koristiti formule:

. 2n7rx

f(x)_—a0+2(a cosb Xib s _a)
—%agf(x)dx a, =ﬁ£f(x)cos2

Dakle, imamo:




3 2 3 2 2
aozij(x—z)dxz EL PV /Y = S N LS
3-14 2 12 2

2nwx
3-1

dx =

2 3
=— —2)cos
a, 3_1!@ )
3
= j(x —2)cosnmxdx
1

Da reSimo najpre ovo bez granica:

x—2=u cosnrxdx=dv

I(x—Z) cos nmxdx = 1 .
—sinnzx=v

I . 1 .
=(x—2)-—sinnrx— j—sm nrxdx =
nrw

X =du nx
nrw
_ (x—2)sinnzx —LJ‘sin wrdx — — (x—2)sinnzx +LLcos o
nrw nrw nrw nw nw
(x—2)sinnzx
= > COSNTX
nmw (nr)
3 .
-2 3
a, :I(x—2)cosn7zxdx:((x )sin nzx 5 cosn;z'x]/ =
1 nr (nr) 1

(3—-2)sinnx3 1 (1-2)sinnxl 1
= + ~cosnz3 |- + ~cosnrl |=
nx (nr) nr (nr)
sin3nx 1 sin nx 1
= + > cos3nz + — —COS 7T
nrx (nr) nr  (nr)
= - cos3nm — ~COS N7t
(nr) (nr)
cos3nxw —cosnr
() [ ]
Secate se trigonometrijske formulice: cosa —cos f=—-2sin i er P sin % ; P , ako nju upotrebimo:
a,= ! > [cos3nm —cosnz]= ~[-2sin2nz -sinnz]=0 —>‘an =0]
(nr) (nr) : '

Jos$ da nadjemo:

3
23”1? dx = J- (x —2)sin nzxdx

1

2 3
b, =g.lf(x—2)sin



x—2=u sinnzxdx=dv

. 1 1
I(x—Z) sin nrxdx = 1 =—(x—-2)-—cosnmx+ I—cos nrxdx =
dx=du ——cosnzx=v nrw nr
nw
—(x—2)cosnzrx 1 —(x—=2)cosnzx 1 1 .
= +—Icos nrxdx == +——sinnzx
nrw nw nw NI N
—(x—2)cosnrx .
= >sinnzx
nw (nr)

Da ubacimo granice:

3
b = .[ (x—2)sinnzxdx = —(x—2)cosnzx ! ssinnzx |/ =
1 nx (nr) 1
—(3-2)cosnx3 N 1 sinnz3 |- —(1—2)cosn7zx+ 1 _sinnzl | =
nx (nr) nr (nr)

cosnz3 CcOSnmx

1
=——/(cos3nz +cosnx)
nr nr nr

a+,6’cosa;,6’

Opet mora formulica: cosa +cos = 2cos

b, = ———(cos3nz+ cos n) = ——2[cos 2z cos nr = — == (~1)" =—(~1y""
nmw

! niw niw ovo je 1 niw

bn — (_1)n+li
niw

Sad idemo u pocetnu formulu:

X . 2nwXx
+b, sin
a b—a

)

2nrw

f(x):%a0 +HZ=;(an cos 5

Pazite:
f(1-0)=1, f(1+0)=1 1 {(3-0)=1, f(3+0)=-1

pogledajte sliku:



¥

pa je

* 2 2nrwx
S(x)=) (=)' —sin
(x) ;( ) SN

x—-2, xe(3)

S(x)= i:(—l)”+1 sinnzx = { 0, xeil3)

2
niw

Primer 6.

x, xe(0,1)

Funkciju f(x):{z_x xe[l,2]

} razviti u red po:

a) po sinusima

b) po cosinusima

Resenje:

a)

. { x, x€(0,1)
Funkciju f(x)=

razviti u red po sinusima.
2—x, xe[l,2]

Da bi smo razvili ovu funkciju po sinusima, moramo je dodefinisati do neparne funkcije.

To ¢emo obaviti na slede¢i naéin:

2—-x, x€[l,2]
F(x)= x, xe(-L1)
-2-x, xe[-2,-1]



Pogledajmo kako ova funkcija izgleda na slici:

1
N
1
.\
=)
=
N
<V

. _— : 1 :
Naravno da su ovde a, i a, jednaki nuli a traZimo: b, = ] j f(x) sm@dx
-l

I L [ A
b :%.[f(x)sin?dx:%'([f(x)sin?dx:%z[f(X)sinn—Zxdx:.([f(X)sinn—;Txdx

Zbog nacina na koji je funkcija definisana, ovaj integral rastavljamo na dva:

b, =

O S 1O

1 2
nIrx nwx nrwx
x)sin——dx = | xsin——dx+ | (2—x)sin——dx
f@ysin= j : !( )sin=—

Nakon reSavanja ovih integrala, metodom parcijalne integracije, na sli¢an nac¢in kao u prethodnim primerima dobijamo:

Zan=1 sin—:smz—l
2
Zan=2 sin—:sm%[—o
. nw . 3z
Zan=3 sin—=sin—=-1
2 2
. NTw Y4
Zan=4 sin—=sin—-=0
2 2
. nrw Y/ 4
Zan=5 sin—=sin—-=1
2 2
. nTr . brmw
Zan=6 sin—=sin—-=0
2 2
itd.



0, n=2k

Dakle, zaklju¢ujemo: b”:{(—l)k 8 , n=2k+1 k=0,1,23.......
2k +1)’ 7’

Pa je:

8 - (- l)k (2k+1)7zx
f(x)=— (0,2]

72'2;( 2
8 & (-1 2k +1)7x

F=S3 OO, kD) e[-2.2]
77 = (2k+1) 2

b)
Za razvoj po kosinusima moramo dodefinisati funkciju do parne na slede¢i nacin:
x+2, xe[-2,-1]

xe(-11)
x=2, xe[l2]

F(x)=

Data funkcija je prikazana na sledecoj slici:

yA

<V

! I
Naravno, sada je b, =0 a trazimo: 4, :%j S (x)dx a, :%J‘ f(x) cos—n7lrx'dx
_[ —l

:%:l[f(x)dx:%.:[f(x)dx

a, =%.2[f(x)dx:j-f(x)dx=.1[xdx+j-(2—x)dx=1

(=}



! /
a, =%J;f(x)cos?dx=%.0[f(x)cos?dx

2% nirx : nrx l nrx f nx
a =— x)cos——dx = x)cos——dx = | xcos——dx+ | (2—x)cos——dx
=3 j f(x)eos= j f(@)eos= j : j (2-x)cos=

Parcijalnom integracijom reSimo ove integrale i dobijamo:

8 nr 4
a,=——cos— ———(l+cosnr)
nr 2 nrw

- . nw oy
Razmislimo kako se ponasa izraz COS? za razlicite n.

zan=1 cosﬂzcoszzo
2 2
nrx 27
zan=2 cos— =cos—=-—1
2 2
nrx RY/4
zan=3 cos—=cos— =0
2 2
nr 47
zan=4 cos— =cos— =1
2 2

itd.

Dakle, ako je n neparan broj , n=2k+1 , tada je a, =0

Pogledajmo sada parne n, ali oblika n=4k ili n=4k+2 za k=0,123......

n=4k

8 nr 4
a,=——cos— ——— (l+cosnr)
nrw 2 nrw

Lo 8 cos 4kz 4
4k 2 4k

(1+cosdkr) = "

4
Wcosﬂwz—m(lw%)

:1616%0052k7z—16k%cos2k7z =0
Vs Vs



8 nr
SCOS————

8 4k +2)7

> (1+cosnr)

4

Ay =

COS
(4k +2)’ 7 2

£

o RQ2k+D7r

(4k +2)’ 7’

A

(14 cos(4k +2)x)

2

cos(2k +1)r—

ovo je —1

T AQk+1)7 A

T Qk+1) 2
2 2

1
Qk+1)’ 7’

AQk+1) 7

(1+1)

4

Qk+1727° Qk+1)27°

Kona¢no imamo:

1 4
f(x)_E_?,g; (2k+1)

Qk+1)° 7

> cos(2k + 1) rx

2

€ (0,2]

i

(14 cos27(2k +1))

1 4
F(x)=—-
()27ZZ,Z

0

cos(2k +1)zx
(2k+1)°

b

e[-2,2]
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PARCIJALNE DIFERENCIJALNE JEDNACINE

Homogena linearna parcijalna diferencijalna jednacina

Oblika je:
ou ou ou
X1(X1,X2,...Xn) — + Xo(X1,X2,.. . Xp) —— F...... + Xu(X1,X2,...Xn) —— =0
1(X1,X2 )8X1 2X1,X2 )8X2 (x1,X2 )8X

1z date jednacine formiramo sistem jednacina u simetricnom obliku:

dX, ) 0x, N
X (X Xomen X0 ) X (X X X )

n

X (X5 Xy ey X))

Resimo ovaj sistem, 1 dobijemo integrale(reSenja)

Wi (X Xy X, )
Ws (X5 Xy sees X)) U=¢ (z//l,y/z,...,z//n) je opSte resSenje

W (X5 Xy, X))
KoSijev zadatak:
Dat je neki pocetni uslov, njega zamenimo u y,, ¥,,...,.¥,, 1 ref§avamo po Xi,...,Xn-1, t0 Zamenimo u traZzeno
Kosijevo resenje.
Znaci moramo da eliminiSemo nepoznate (najcesce x,y 1 z) 1 sve predstavimo preko :

v, , ¥,,..Nademo vezu izmedu njih 1 vratimo prava reSenja.

Nehomogena linearna parcijalna diferencijalna jednacina

. ou ou ou
Oblika je: X;(x1,x2,.. .Xn,u)671+ Xa(X1,X2,. . .xn,u)m +.o..... + Xn(X1,X2,.. .Xn,u)m =R(x1,...,Xp,U1)

dX, dX, dX du

Formiramo sistem: = n
X (X5 Xy oo X U)X (X5 Xy ey X, U)

X (X5 Xy 0oy X, U)  R(X) 50X, 1)
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Kao reSenje dobijamo n-nezavisnih prvih integrala:

W (X5 Xy ey X U)
l/lz(xl’ Xz 900 Xn’u)

Kosijev zadatak reSavamo isto kao kod homogene.
Vazno: Ovde uvek moramo proveriti nezavisnost prvih integrala:

Na primer, ako imamo dve nepoznate x 1y ,tada je:

D(y,,y,) 20

D(x,Y)
Ako imamo tri nepoznate: X,y,z onda je:

D(w,,v,.¥;) 20 itd.
D(x,Y,2)

Ako se negde javi pi1q, znamo da je p=—Z 1q=

OX 5
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SISTEMI DIFERENCIJALNIH JEDNACINA

Normalni oblik

dx
—L= fl (taxlaxza cee 7Xn)

dx
dx

—X1= £(t,X1,X2,. . -, Xn)

dx,

— = fu(t,x1,X2,...,Xn)

dx

Svaki sistem jednacina viseg rada moze se svesti na odgovarajuci sistem jednacina prvog reda .

Sistem od n jednacina prvog reda moze se uvek svesti na jednu jednaCinu n-tog reda.

Najcesc¢e koristimo metod eliminacije, kombinujemo date jednacine da dobijemo neku jednacinu po jednoj od

nepoznatih.....

Simetri¢ni oblik

_ dX,
"""" X (X(s Xy pees X )

dX, dX, _

XX Xy e X)) X5 (X5 Xy pees X))
Opet kombinujemo jednacine....sada za reSenje dobijamo(ako imamo tri u sistemu)

prvi integral

»
»

Ci=w (X, X%,)

» drugi integral

»

Co=w,(X,X%y)



=
=

=
o
=

=
=

=

==

sinzdz

cos 2dz

=
E

L

—
3

=

=,
=

=
[ S
5 -+
=
| =]

=
[
1
=2
b2

=
=

g
=
=

&
B
|
=
b

i

Tablica neodredenih integrala

2+C

:c““w neZ\{-1}
n+l ' z#0akojen<0

fﬂaH

a_H+C’ a€R\{-1},2>0,

—cosz+C
sinz +C
~Infeosz| +C, (3:#(%“)%)
In[sinz| + C, (z # 2kn)
tgﬁ&(m#(%H)E)
~ctgz+ 0, (2 # 2kn)
1arctf{-C #

-arcg=+0, o0

1. |a+z

%ln H '|'C, (L-‘,H]

1. |z-a
Sl 0
2anm+a +0, a#(

&
I

= Inz+C

= ¢ +(

e i

lng

chz+C

shz+0

= lnchz+C

= Injsha|+C

the+C

-cthe+C, v#0

= atcshn- + C, |e|<a
i

In(z+ya +2) +C

= lnfr+va?-dd|4C, [r]>a
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DVOSTRUKI INTEGRALI

1. DIREKTNO IZRACUNAVANJE

AKko je oblast D odredena nejednakostima :

b Y, (X)
a<x<b onda je: ”z(x, y)dxdy = Idx Iz(x, y)dy
D a Y1 (X)
Yi(X)<y<y,(X)
Ako je oblast D odredena nejednakostima:
X () S X< X, (Y)
d X (Y)
c<y<d onda je : ”z(x, y)dxdy = _[dy _[z(x, y)dx
D c X (Y)

2. OPSTE KOORDINATE

Ako se sa x=x(u,v) 1y=y(u,v) , gde su ovo neprekidne i diferencijabilne funkcije , realizuje jednoznacno
preslikavanje ogranicene i zatvorene oblasti D u ravni xOy na oblast D" u ravni uOv 1 ako je:

J=—D(X’ y) 0
D(u,v)

Onda vazi formula:

”z(x, y)dxdy = ” z[X(u, V), y(u,v)] J|dudv

3. POLARNE KOORDINATE

(v —
X =T COSQ

[Z) r
y=rsin ¢ ondaje: ”Z(X, y)dxdy = ”z(r cos @, rsin(p)|J|drd(p= Id(pj Z(r cos @, rsin )rdr
D D’

] 0
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9 =r

4. ELIPTICKE KOORDINATE

p
X=arcosg

A

1] r
y=Dbrsin ¢ onda je: ”Z(X, y)dxdy = .[dgoj- z(ar cos ¢, br sin p)abrdr
D

2] 0

|J|=abr
L

PRIMENA DVOSTRUKIH INTEGRALA
i) Izra¢unavanje povrsine povrsi

Ako je povrs zadata jednac¢inom z = z(x,y) 1 ako obelezimo p = % i q= % onda je:
X

P=”,/1+ p* +q° dxdy
D

Ako je povr§ zadata parametarskim jednac¢inama x=x(u,v) iy=y(u,v) onda je:

PZH\/ EG — F*dudv gde je:
D

po XX oy oo
ouov ouov ouov

ii) Izracunavanje zapremine
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Zapremina cilindra, koji odozgo ograni¢ava neprekidna povr§ definisana jednainom z=z(x,y), odozdo ravan
7z=0, a sa strane prava cilindri¢na povrs, koja u ravni xOy iseca neku oblast D, data je formulom:

V= ”z(x, y)dxdy
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TROSTRUKI INTEGRALI
1. DIREKTNO RACUNANJE

Ako je funkcija f(x,y,z) neprekidna u oblasti V koja je odredena sa:

X, £X <X,
X, Y(X) Zp(X.Y)
Y, (X)Sy<y,(X) onda je m.f(x, y, Z)dxdydz = J.dx Idy J'f(x, y,z)dz
\Y

X N0 z(xy)
Zl(X9 y) <z< ZZ(Xa y)

2. CILINDRICNE KOORDINATE

/x=rcos¢>
J y=rsin ¢  ondaje J.”f(x, y,z)dxdydz = Ujf(rcosgo,rsingo,z)dl’d(odz
\Y
(2] r Z;
= = |de|rdr| fd
2=z (;[g([r r! z
9|=r

3. SFERNE KOORDINATE

X =T cos@sinf

y =rsin@siné

Z=rcoséd

J|=r’sin6 Odavde je x*+y*+z’=r

2
Uglove ¢ 1 6 odredujemo iz zadatka i vodimo rac¢una da je najcesce :
r>00<ep<2r,0<0<r

MoZemo koristiti( u zavisnosti od situacije) i modifikovane sferne koordinate:

X = arcossind
y = brsin @sin 8
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Z=Ccrcosé
3| = aber? sin @

A u situaciji kad je zadata povrs bas “zeznuta” moZemo Koristiti i slede¢e smene:

X = ar cos” gsin® @
y = brsin” psin®
Z=cCrcos“ 6

Jakobijan u ovoj situaciji raCunamo:
3| = aber? sin**" @cos“ Gsin” pcos” o

Osnovna periodaje r20,0<@p<27,0<0<rx

PRIMENA TROSTRUKOG INTEGRALA ZA RACUNANJE ZAPREMINE:

V= ‘U‘ _[ dxdydz po oblasti V
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KRIVOLINIJSKI INTEGRALI

1) Krivolinijski integral prve vrste

1) Ako je f(x,y,z) definisana 1 neprekidna u svakoj tacki deo po deo glatke krive c date sa:
x=x(t)
y=y(t) gde je t, <t<t,, i ds- diferencijal luka krive
7z=7(t)

tada se krivolinijski integral prve vrste izraCunava po formuli:

[ 106y, 2)ds = [ FIx@), (0, 20K (%) + (¥) +(z,) dlt

Ovaj integral ne zavisi od orijentacije krive!
i)  Akojekrivadatau obliku c:y=y(x) a<x<b tadaje:

[ £00y)ds = [ 106 yOOI1+(y,)* dx

iii)  Ako je kriva data uobliku c: x=x(y) i m<y<n tadaje:

n

[ 00 y)ds = [ £x(y), y)y1+(x,)* dy

Izra¢unavanje duzine Krive c : S= I ds
C



www.matematiranje.com

2. Krivolinijski integral druge vrste

1) Ako je kriva ¢ zadata parametarskim jednacinama:
x=x(t)
y=y(t) gdeje t,<t<t tadaje:
z=7(t)

I P(X,y,2)dx+Q(x, y,2)dy + R(x, y,z)dz = jl[P(X(t), y(©), 2O)x, +Q(x(1), Y1), z(1) Y, + R(X(1), y(1), z(t))z, Jdt

to

i1) Ako je kriva ¢ zadata uravni y=y(x) i a<x<b tadaje:

b
[P0 y)dx+Q(x, y)dy = [[P(x, () +Q(x, Y(x))y, Jdx

1i1) Ako je kriva zadata uravni x=x(y) 1 m<y<n tadaje:

[P0, y)dx+Q(x, y)dy = [[P(X(y), )X, +Q(x(Y), y)ldy

PAZI: Krivolinijski integral druge vrste zavisi od orijentacije krive . Pozitivan smer je smer suprotan kretanju

kazaljke na ¢asovniku. I - I
c* c”
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Nezavisnost krivolinijskog integrala od putanje integracije

Sledeca tvrdenja su ekvivalentna:

1) I P(x,y,2)dx+Q(X,Y,2z)dy + R(x,y,2)dz ne zavisi od putanje integracije
C

2) Postoji funkcija u=u(x,y) tako da je du = P(x,y,z)dx + Q(x,y,z)dy + R(x,y,z)dz i tada vazi :
B

I P(x,y,z)dx + Q(x,y,z)dy + R(x,y,z)dz =u(B) - u(A)

A

®P_Q PR QR

3 P P - 5
) oy OX 0z 0OXx oz oy

4) I P(x,y,z)dx + Q(x,y,z)dy + R(X,y,z)dz = 0 ako je kriva ¢ zatvorena.

C

Grinova formula:

Ako kriva C ogranicava oblast D ( to jest ona je rub oblasti D) pri ¢emu D ostaje sa leve strane prilikom
obilaska krive C, i vazi da su funkcije P,Q,R neprekidne zajedno sa svojim parcijalnim izvodima prvog reda u

oblasti D i na njenom rubu, onda vazi formula:

i P(x, y)dx +Q(x, y)dy = -,U[z_(j - %dedy
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Iz Grinove formule se lako dokazuje da je povrsina oblasti P(D) koja je ograni¢ena krivom C data formulom:

1
P(D)= — | xdy — ydx
()2£ y-y
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POVRSINSKI INTEGRALI

Povrsinski integral prve vrste

1) Ako je S deo po deo glatka dvostrana povr§ zadata jednac¢inama:
x=x(u,v)
y=y(u,v)

z=z(u,v)

gde (u,v) pripada D a funkcija f(X,y,z) je definisana ineprekidnana povrsi S, onda je:

” f(x,y,z)ds= H f[x(u,v), y(u,v), z(u,v)][W EG — F *dudv

po XX oy  ozo
ouov oOuov ouov

i1))  Ako jednacina povrSi S ima oblik z=z(x,y) , gde je z=z(X,y) jednoznacna neprekidno diferencijabilna
funkcija, onda je:

H f(x,y,z)ds= ” fIx,y,z(x, Y)W+ p> +q’dxdy i

S
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POVRSINSKI INTEGRAL PRVE VRSTE NE ZAVISI OD ORIJENTACIJE KRIVE

Povrsinski integral druge vrste

Ako je S glatka dvostrana povrs na kojoj je izabrana jedna od dveju strana , odredena smerom normale

n—(cosa,cosﬂ,cos y) 1 z=z(X)y)tadaje:

p
CoSao =
+1+p*+q°
q . oz . 0z
cos f = gdeje: p=— 1 q=—
+1+p? +q° X oy
cosy = -1
+. 1+ p>+q°
VAZNO

( Da li ¢emo uzeti + ili — zavisi od ugla koji normala gradi sa pozitivnim delom z-ose:

Co y . . Lo -1
AKko je taj ugao oStar ,onda mora biti cos ¥ >0 pa uzimamo minus ispred korena, cosy = lioird 0?14’

-1
Ako je taj ugao tup, onda je cos y <0, pa uzimamo + ispred korenacosy = )
, ’ +4/1+p*+0°

a P=P(xy,z) Q=Q(x,y,z) i R=R(x,y,z) tri funkcije, definisane i neprekidne na povrsi S, onda je

” Pdydz + Qdzdx + Rdxdy = ”(P cosa +Qcos S+ Rcosy)ds

S S

PovrSinski integral druge vrste zavisi od orijentacije krive.

Prelaskom na drugu stranu povrsi menja se znak.
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STOKSOVA FORMULA

Ako su P, Q, R neprekidne diferencijabilne funkcije a L zatvorena , deo po deo glatka kriva koja je granica deo

po deo dvostrane povrsi S, tada je:

cosa cosfl cosy

0 0 0
dex+Qdy+Rdz:_U = @ = dS
P Q R

pri ¢emusucosa, cos f i cos y koordinate normale povrsi S koja je orijentisana na onu stranu u odnosu na

koju se obilazak krive L vrS$i u suprotnom smeru od smera kretanja kazaljke na satu.

FORMULA OSTROGRADSKOG

Ako je S deo po deo glatka povrs , koja ogranicava oblast V, a P, Qi1 R neprekidne funkcije zajedno sa svojim

parcijalnim izvodima prvog reda u oblasti VU S, onda vaZzi formula:

P 0Q OR

LI(P cosa+Qcos f+Rcosy)dS = J.JJ(& + E + E)dxdydz

gdesu cosa, cos 1 cos y kosinusi pravca spoljaSnje normale povrsi S.

Primena:
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i) Fluks vektorskog polja
Za vektorsko polje A= P(X,y,2)+Q(X,y,2) +R(X,Y,2)

oP 8Q oR

” Pdydz + Qdzdx + Rdxdy = I J I( )dxdydz

v A= m(ap @ —)dxdydz

ii) Cirkulacija vektorskog polja

C=§ Pdx + Qdy + Rdz :J. rotAdS

dS=nds n—_gradu
+ (gradu)

—

i k

NI - Shavt s (=T + (5= ey

j
rotA— i
ox oy oz
P Q R

ako je rot A=01 div A# 0 polje je onda potencijalno.

111) Potencijal polja A

U(x,y,z)= _[P(x y,z)dx + _[Q(x Y, z)dy+J‘R(x y,z)dz

Xo
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