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MATRICE

· Matrica je pravougaona šema sa 
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· Dve matrice 
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· Transponovana matrica matrice 
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 je matrica dobijena zamenom mesta svih vrsta odgovarajućim kolonama ili obrnuto. Obeležava se sa 
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OPERACIJE SA MATRICAMA

· Zbir matrica 
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· Proizvod skalara 
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· Proizvod 
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ZADACI
1. Naći zbir matrica 
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Rešenje:

[image: image31.wmf](

)

211231

2112

321244

3122

AB

--

éù

++-

éùéùéù

+=+==

êú

êúêúêú

++

ëûëûëû

ëû

.

2. Pomnožiti matricu 
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3. Naći matricu 
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4. Naći proizvode 
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Proizvod matrica nije komutativna operacija, odnosno 
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Proizvod 
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 ne postoji jer dimenzije matrica 
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5. Pomnožiti matrice 
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6. Dokazati da za matrice 
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7. Ako je 
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Rešenje:

[image: image60.wmf]324

565

T

A

-

éù

=

êú

-

ëû

.

8. Proveriti sledeće rezultate:
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DETERMINANTE

· Svakoj kvadratnoj matrici pridružujemo realni broj koji zovemo determinanta.
· Determinanata je kvadratna šema brojeva od 
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izračunavanje determinanti

Sarusovo pravilo
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Sarusovo pravilo važi samo za determinante trećeg reda.
laplasovo pravilo

· Osnovna ideja ovog pravila je da se izračunavanje determinante 
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 reda i taj postupak se ponavlja sve dok se ne dođe do determinante prvog reda.
· Minor elementa 
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· Kofaktor elementa 
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· Laplasovo pravilo: Determinanta je jednaka zbiru proizvoda elemenata ma koje vrste (odnosno kolone) i odgovarajućih kofaktora tj.
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(razvoj po elementima 
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Osobine determinanti
· Determinanta ne menja vrednost ako vrste zamene mesta sa odgovarajućim kolonama.
· Ako dve susedne vrste ( kolone ) uzajamno promene mesta determinanata menja znak.
· Determinanta se množi brojem 
[image: image86.wmf]0

k

¹

 ako se svi elementi jedne vrste ( kolone) pomnože tim brojem.
· Ako su svi elementi jedne vrste ( kolone ) jednake nuli, vrednost determinante je jednaka nuli.
· Ako su dve vrste ( kolone ) jednake ili proporcionalne, tada je vrednost determinante jednaka nuli.
· Vrednost determinante se ne menja ako se elementi jedne vrste ( kolone) pomnože nekim brojem i dodaju odgovarajućim elementima druge vrste ( kolone ).
· Ako su elementi jedne vrste ( kolone ) zbirovi od dva ili više sabiraka, tada se determinanta može razložiti na zbir od dve ili više determinanti.
ZADACI
1. Izračunati vrednost determinanti:
a) 
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b) Koristeći Sarusovo pravilo dobijamo:
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c) Koristeći Laplasovo pravilo, razvijanjem po prvoj vrsti dobijamo:
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d) Koristeći Laplasovo pravilo, razvijanjem po drugoj vrsti dobijamo:
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e) Koristeći jednu od osobina determinanti, možemo prvu kolonu da pomnožimo sa 
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 i dodamo trećoj koloni. Determinantu sada razvijamo po prvoj vrsti koja sadrži dve nule.
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2. Proveriti rezultate:
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INVERZNA MATRICA

· Inverzna matrica date kvadratne matrice 
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· Za kvadratnu matricu 
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· Adjungovana matrica matrice 
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· Inverzna matrica kvadratne regularne matrice 
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ZADACI
1. Naći inverzne matrice matrica:
a) 
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Rešenje:
a) Kako je 
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Kofaktori matrice 
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b) 
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Kofaktori matrice 
[image: image122.wmf]A

 su:


[image: image123.wmf]112131

122232

132333

311212

865

222231

212222

442

020221

232121

444

020223

AAA

AAA

AAA

---

===-=-==

-

---

=-=-===-=-

-

===-=-==



[image: image124.wmf]1

865

1

442

4

444

A

-

-

éù

êú

=×--

êú

êú

-

ëû


2. Proveriti rešenje:
a) 
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3. Rešiti matričnu jednačinu
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4. Rešiti matričnu jednačinu
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Matrična jednačina glasi 
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Kako je 
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5. Rešiti matričnu jednačinu
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6. Rešiti matričnu jednačinu
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7. Rešiti matrične jednačine:
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Tada jednačina postaje 
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LINEARNE JEDNAČINE I SISTEMI

LINEARNE JEDNAČINE

· Linearna jednačina po 
[image: image164.wmf]x

 je svaka jednačina sa nepoznatom 
[image: image165.wmf]x

 koja se ekvivalentnim transformacijama svodi na jednačinu oblika 
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· Ako je 
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ZADACI
1.Rešiti sledeće jednačine 
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Zaključujemo da je rešenje jednačine 
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SISTEMI LINEARNIH JEDNAČINA SA DVE NEPOZNATE

· Sistemi linearnih jednačina sa dve nepoznate rešavamo metodom zamene ili metodom suprotnih koeficijenata.
ZADACI

6. Rešiti sistem jednačina metodom suprotnih koeficijenata
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Rešenje: 
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SISTEMI LINEARNIH JEDNAČINA
Gausov algoritam

Dat je sistem od 
[image: image192.wmf]m

 linearnih jednačina sa 
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 nepoznatih.
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· Gausova metoda se sastoji u sukcesivnom eliminisanju nepoznatih iz sistema i transformacijom u trougaoni ili trapezni ekvivalentni sistem iz koga se dobija rešenje ili se ustanovi da sistem nema rešenja.
Kramerova metoda-metoda determinanti

Dat je sistem od 
[image: image195.wmf]n

 jednačina sa 
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 promenljivih:
Uočimo sledeće determinante:
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determinanta koja odgovara nepoznatoj 
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· Ako je determinanta sistema 
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homogeni sistem linearnih jednačina
· Sistem jednačina kod koga je slobodni član 
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· Homogeni sistem uvek  ima trivijalno rešenje 
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· Homogeni sistem ima i netrivijalno rešenje ako i samo ako je detreminanta sistema 
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matrični metod za Rešavanje sistema linearnih jednačina

Dat je sistem od 
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 jednačina sa 
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Sistem se može napisati u matričnom obliku kao 
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Pod pretpostavkom da je matrica 
[image: image214.wmf]A

 regularna, tj. da joj je determinanta različita od nule, sistem ima jedinstveno rešenje 
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ZADACI

1. Gausovom metodom rešiti sistem jednačina
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Rešenje:

Nakon množenja prve jednačine redom sa 
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 i dodavanjem redom drugoj i trećoj jednačini dobijamo sistem


[image: image219.wmf]234

5711

542

xyz

yz

yz

+-=-

-+=

-=-


Dodavanjem druge jednačine trećoj dobijamo sistem
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Ovo je sistem trougaonog oblika iz kojeg se neposredno dobija jedinstveno rešenje 
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2. Gausovom metodom rešiti sisteme jednačina:
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Ako se prva jednačina pomnoži sa 
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 i doda drugoj jednaččini i prva jednačina doda trećoj dobićemo sistem
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Množenjem druge jednačine sa 
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 i dodavanjem trećoj dobijamo sistem
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Ovo je sistem trougaonog oblika iz kojeg se neposredno vidi da je jedinstveno rešenje 
[image: image231.wmf](
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b) Ako u polaznom sistemu prvu jednačinu pomnoženu, redom sa 
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Ovo je sistem od dve jednačine sa tri nepoznate koji ne može da ima jedinstveno rešenje. Neka je 
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 proizvoljno. Tada iz druge jednačine sistema dobijamo 
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Skup rešenja zadatog sistema jednačina glasi:
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3. Gausovom metodom rešiti sisteme jednačina:
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4. Rešiti sistem jednačina Kramerovom metodom.
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Rešenje:
Determinanta sistema je : 
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Pomoćne determinante 
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Rešenje sistema je:
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5. Kramerovom metodom rešiti sisteme jednačina:
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 sistem ima jedinstveno rešenje.
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. Zaključujemo da je sistem neodređen i transformiše se u ekvivalentni sistem
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6. Diskutovati i rešiti sisteme jednačina u zavisnosti od realnog parametra 
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 sistem je nemoguć i nema rešenja.
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U svodi se na jednu jednačinu sa tri nepoznate čije rešenje je 
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8. Rešiti homogene sisteme jednačina i diskutovati rešenja u zavisnosti od parametra.
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Rešenje:
a) Uslov da homogen sistem ima netrivijalna rešenja je da determinanta matrice sistema bude jednaka nuli.
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može da ima još neka rešenja.Zamenom ove vrednosti u sistem dobijamo 
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što znači da se sistem svodi na dve jednačine sa tri nepoznate.
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9. Rešiti sistem jednačina matričnom metodom
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Rešenje:
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