POVRSINSKI INTEGRALI ( zadaci- IT deo)

Da se podsetimo!

Ako je S glatka dvostrana povrs na kojoj je izabrana jedna od dveju strana , odredena smerom normale
;(cosa ,cosf,cos y) 1 z=z(Xy)tadaje:

p

cosa =
+1+p* +¢°
cos ff = 9 gde je: p:%i _&

q
.1+ p° +q° Ox y
-1

cosy =
+1+p’ +¢°

VAZNO

( Da li ¢emo uzeti + ili — zavisi od ugla koji normala gradi sa pozitivnim delom z-ose:

. . ¥ 11 1 i i = _1
AKko je taj ugao oStar ,onda mora biti cos ¥ >0 pa uzimamo minus ispred korena, cosy = ioied? D 1q?

-1
AKko je taj ugao tup, onda je cos y <0, pa uzimamo + ispred korenacosy = )
+1+p° +¢°

a P=P(x,y,z) Q=Q(x,y,z) i R=R(x,y,z) tri funkcije, definisane i neprekidne na povrsi S, onda je

” Pdydz + Qdzdx + Rdxdy = ” (Pcosa +Qcos f+ Rcosy)ds

S S

PovrSinski integral druge vrste zavisi od orijentacije krive.

Prelaskom na drugu stranu povrsi menja se znak !.



1. Izracunati povrsinski integral /= H zdxdy + xdxdz + ydydz ako je S gornji deo ravni x—y+z =1 iseCen
S
koordinatnim ravnima.

ReSenje:

Nacrtajmo najpre sliku:

o3tar ugao

v

Iz date ravni izrazimo z pa nadjemo p i g.

1

0z
x—y+z=1>z=1-x+y>p=—=-lng=—=
X oy

Sa slike vidimo da je ugao izmedju normale na ravan 1 z ose ( pozitivan smer gledamo) ostar, pa nam to govori da ¢emo

-1

ispred korena u imeniocu uzimati minus! ( To jest, pravimo da ceo cosy =

bude pozitivan)

-1 1 1
cosy = =

i +d e VB

Kad smo zakljucili da je minus ispred korena, tako radimo i za ostala dva:

p -1 1
cosa = = -
1+ pP+q> I+ (=) +1° 3
cos ff = 9 1 __L

sflepieg le-DP 1 VB

Iz datog integrala 7 = I I zdxdy + xdxdz + ydydz uporedjujudi ga sa I j Pdydz + Qdzdx + Rdxdy
S S
proc¢itamodaje P=y,Q=x 1 R=z
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Sad mozemo upotrebiti formulu: J- .[ Pdydz + Qdzdx + Rdxdy = J- .[ (Pcosa +Qcos f+ Rcosy)ds
S S

I:jjzdxdy+xdxdz+ydydz=H(y-%+x-(—%j+z-%)d5 :%H(y—x+z)d5

Vreme je da problem spustimo u ravan z = 0, nacrtamo sliku i odredimo granice.

z=0Ax—y+z=1>x—-y=1>ypy=x-1

0<x<1
D: * I veé smo videli da je: \/1+p2 +q° :\/1+(—1)2 +1° =3
x-1<y<0

I=%J;J‘(y—x+z)d5=%J;J‘(y—x+l—x—y) 1+p2+q2dxdy=%J;J‘(2y—2x+l))gdxdy=

0
de [ Qy=2x+1)dy=...= —é

x—1

© )

II nadin

NeKi profesori ne vole da rade ovako, ve¢ pocetni integral podele na tri integrala:

I = H zdxdy + xdxdz + ydydz = H zdxdy|+ ” xdxdz |+ H vdydz
S S S S
1, I, 1,

E sad svaki integral reSavamo posebno pa ¢emo sabrati reSenja!

Za prvi integral koji radimo po dxdy izrazimo z i zamenimo, a granice odredjujemou z =0

I, :szxdy:H(l+y—x)dxdy=j[dx} (1+y—x)dy=....:%
s s 0 e

x-1

Za drugi integral koji radimo po dxdz izrazimo y i zamenimo( ovde to ne mora, jer imamo samo X u integralu)
a granice odredjujemou y =0

1, = dexdz = —jxdedz =..= —é
S 0 0



0 v+l
Za tre¢i slicno, paimamo [, = H ydydz = I ydy I dz=..= —%
N 0

-1

Kad ih saberemo, dobijamo rezultat 1 = [[ zdxdy + xdxdz + ydydz =| [[ zdxdy |+ [[ xdxdz|+| [[ ydydz| =— == —— =
S S S

S
1y I I

2. Izradunati povrsinski integral [ = H xyzdxdy ako je S spoljna strana povrsi x° +y° +z° =1, x>0,y >0
S
ReSenje:

Nacrtajmo najpre sliku da vidimo kakav ugao gradi normala....

4z

gornji deo sfere

A4

donji deo sfere

Sta primecéujemo?

Za gornji deo sfere z, =+/1-x" —»” normala pravi o3tar ugao sa pozitivnim smerom z ose a za donji deo sfere,

z, =—/1-x’ =" normala pravi tup ugao sa pozitivnim smerom z ose.

Zakljuujemo da moramo posebno raditi za gornji deo, posebno za donji, pa ¢emo sabrati reSenja.

ZA S,

-1 1
—\/lererq2 _\/1+p2+q2

Kako je 7 <90° — cos y > 0 — uzimamo minus ispred korena u imeniocu cos y =

Da nadjemo sada ove parcijalne izvode i koren na stranu ...



0z —X oz -y

T et T
2 2
m-\/H(—x] +[—yJ =\/l+ X + Y
1-x"—y° 1-x -y’ I=x? =y 1-x—)
_\/1%%@/%&_ !
I—x?—y? \/l—xz—y2

1 2 2

Paje cosy=——————==4/1-x"—y
J1+p*+¢°

1, =”xyzdxdy =”xyzc0sydxdy =”xy\/l—x2 -y’ ~\/1—)c2 —y*dxdy =”xy(l—x2 —yz)dxdy
S S S S

Spustamo se u ravan z=0 , imamo:
z=0>x"+y"=L,x>0Ay2>0

Moramo opet sliku:

yA

-1 0 1 >
-1

Nastavljamo sa zadatkom:

I, =J;Ixy(1—x2 _y2)dxdy =‘gxy(1—x2 _yz) 1+ p° +q° dxdy ngy(l—xZ _yZ)%dxdy=

I-x"-y
Sad je najbolje da uzmemo:

xzrcosgo/\y:rsin(o—>|J|:r
0<r<i

’+y’=1>r=1->D:
Y ! OS(DS%



I = jxy(l—xz —yz);dxdy =

2 2

D I-x"—y

r’sinpcos-\1—r’ -rdr =

do

S SR
o t—

(SR

1
= Isin ¢cos¢d¢jr3 N1=rdr =

0 0

. . 1 . . .
Integral sa uglom spakujemo sing@cos@ = Esm 2¢ auovom saruzmemo smenu 1—7> =¢> i dobijamo: |/, = —

Sad radimo za donji deo sfere.

Q Sz (OVdeje z, :—m)

. . . . . -1 1
Kako je 7 >90° = cos ¥ < 0 = uzimamo plus ispred korena u imeniocu cos y =

1+ p> + ¢ :_\/1+p2+q

2

. _ 1 _ 2 2
Paje cosy——ﬁ——xll—x -y
TP tq

I, =”xyzdxdy =”xyzcosydxdy :”xy(—\/l_xz _ )7 )_(_\/1_)62 _ )7 )dxdy =”xy(1—x2 —yz)dxdy _1
S, S, S, Sz

Dakle, vrednost ovog dela je takodje |1, =1, =—]| pa je kona¢no: |/ =1, +1, :%
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3. Izracunati integral H 2dxdy + ydzdx — x*zdydz gde je G spoljna strana elipsoida 4x” + y*> +4z* =1 koji pripada
G

prvom oktantu.

ReSenje:

Kao i uvek prvo da nacrtamo sliku i odredimo smer normale:

2 2 2
PR YN DN S A S SNy S (g
111 2 2

4 4

Ovaj zadatak ¢emo pokusati da vam objasnimo na onaj drugi nacin, to jest zadati integral ¢emo raditi kao tri zasebna

integrala pa ¢emo sabrati reSenja.

H 2dxdy + ydzdx — X’ zdydz = H 2dxdy + ” vdzdx +” ~x’zdydz =1, + 1, + I,
G G G G

I, :.[.[2dxdy
G
2 2 2 2 2
Ovde imamo xT+yT+ZT:1/\z:O—>xT+y—:1
4 4 4
11 V4
I, :JGIdedy:Z_dedy:2-m(D)=2-Z-5-1-7r=Z

Samo da vas podsetimo da se povrSina elipse racuna po formuli P,

.1 .
e =abm aovde se radi o — te povrSine.
ipse 4

1,= J..[ydzdx
G

4x* +y* +4z° =1y’ =1-4x" —4z2> - y=/1-4x* - 47



I, = Hydzdx = ”\/1 —4x* — 42 dzdx
G* D

2 2 2 2 2
Kako je ovde xT+yT+ZT =1Ay=0 —)xTJrZT =1>x"+2 :% Odlast D ¢e biti ( pogledajmo sliku):
4 4 4 4
Z‘k
]
B
=7rcos
o r. 14 —>|J|:r/\r2=l—>r:l—>OSr£l/\OSgpS£
z=rsing 4 2 2 2

z 1
1, =Hydzdx:”\/1—4x2 —4zzdzdx:jd¢_i-v1—4r2 -rdr:....zi
G* D 0 0

I, = H —x’zdydz
G

4x° 4y +428 =15 % 2%(1—)/2—422)—>x:%«/1—y2—422

I, = H—xzzdydz = ”—i(l—yz —4zz)zdydz = —i” (l—y2 —422)zdydz
G* D

D

2 2 2 2 2
Kako je XT+yT+ZT:1/\x:O—>yT+ZT:1—>y2+4ZZ =1 to ¢emo uzeti:
4 4 4
Y=rcose !
—>|J|=—r/\r2:1—>r=1—>0SrS1/\OS¢S%

z=—rsin
> @




(Lo N 1
dgoj'zrsmgo(l—r )Erdr:....:—m
0

O 10 | Ny

=——” —-y?—4z7 Za'ya’Z:—l
4
Sad saberemo sva tri reSenja:

[=f+L+ =2+ 2L |77 1

4 24 120 |24 120

Vama za trening ostavljamo da zadatak reSite na onaj “prvi” nacin!

Uostalom, najbolje je da radite onako kako zahteva vas profesor!

4. Izracunati integral /= .[ .[ (y—z)dydz +(z — x)dxdz + (x — y)dxdy ako je S spoljna strana povrsi
S

X+ =22A0<z<h
ReSenje:

Dakle, ovde se radi o konusu, pogledajmo sliku....

7
CJL I

n .

v

Iz X’ +y"=2"A0<z<h—z=4/x"+)" pajeonda:

Oz X 0z

P A=
ox x’+y° y X+
2 2
x y ) 372
J1+p*+q* = |1+ + = 1+ + =

\/xz+y2 \/1+x2+y2 X4yt x4y

Sa slike vidimo da normala na spoljnu stranu konusa gradi sa  pozitivnim smerom z ose tup ugao pa

. . . . . -1 1 1
je:7 >90° = cos y < 0 — uzimamo plus ispred korena u imeniocu cos y = =— =——

w1+ p2+q>  l+p +q 2
9




a onda je

X
p X+
cosa = = =
+\/1+p2+q2 2
Y
q ’x2+y2
cosf = = =
+\/1+p2+q2 2

Sad upotrebljavamo formulu:

[=_U(y—z)dydz+(z—x)dxdz+(x—y)dxdy =”[(y—z)cosa+(z—x)cosﬂ+(x—y)cos;/]dS =

X y

y—x/x +yP) * +(\/x +y? —x) = +(x y)(—f

f Xy f
X +y j%_ x\/%y +(y—x)%]dS=.|‘S_f2(y—x)%dS=_[J\/E(y—x)d5=\/§.g (v =)W1+ p* +q" dxdy

Sad spustimo problem uravan z=0 1 odredimo granice:

)dS =

D:x*+y* <h’

X=rcosQ 0<r<h
) —>|J|=r—>D:

y=rsing 0<p<2r

2 h 2z h
I= J.Iﬁ(y—x)dS = \/EJ. d¢I(rsin¢—rcos¢)\/§rdr = ZJ. (singo—cosgo)dgoj.rzdr =.=0
S 0 0 0 0
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