Ako je f(x) neprekidna funkcija i F "(x) = f(x) onda je

INTEGRALI ZADACI (I1-DEQO)

j f(x)dx=F(x)+C

Morate nauciti tablicu osnovnih integrala:

1. jdx=x+C
2
2. J-xdxzx—JrC
2
xn+1
3. Ix”dx: +C| najcesce se koristi...
n+l
1 e . rdx
4. J-—dx:1n|x|+C ili da vas ne zbuni .[—:ln|x|+C
X X
5. .[a"dxz ® ic
Ina
6. Ie"dxze"+C
7. Isinxdx:—cosx+C
8. jcosxdx:+sinx+C
0. .[‘2 dx =—ctgx+C
sin” x
10. .[ 12 dx=tgx+C
cos” x
1 arctgx+C ili . 1 1 X
ll.j ~dx = to jest IZ ~dx=—arctg—+C
I+x —arcctgx +C a +x a a
arcsinx+C ili
12. .[ ! dx = to jest J-;dx:arcsianrC
1—x2 —arccocx +C Ja? =2 a

Ovo su osnovni tabli¢ni integrali. Neki profesori dozvoljavaju da se kao tabli¢ni koriste i :

, gde je C proizvoljna konstanta.

:iln
2a

X—a
+C

X+a

dx 1. |1+x dx 1 a+x dx
13. =—In|——|+C odnosno =—-1In +C| to jest
Il—xz 2 (1-x Iaz—xz 2a |la-—x ] sz—az
dx dx

14. |

= ln‘x+\/x2 i1‘+C odnosno

Vxt 1

+C
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Primeri:

5+1 n+l1

6
1. jxsdx:x +C=21C  kao 3. tablicni jx"dx:x +C
5+1 6 n+1
2. j Tdv=——+C  kao 5. tablicni j aid="2—+C
In7 Ina

3. J. Jxdx = pogledamo i vidimo da ga ovaj integral nema u tablici osnovnih integrala... Ideja je da se kod ovakvih

n
integrala iskoristi pravilo za stepenovanje [V/x" =x™|, odnosno Jx=x2|. Na ovaj nacin se integral svede na najcesce

n+l

upotrebljavani tabli¢ni J. Xdv=2—+C.
n+l1
Dakle:
. Ly 3 3
- 2 2 2
j\/;dx=jx2dx=ic—+C:%+C: 2x +C
—+1 5

—n

1 . . . . . . .1
4. J‘Fdx = [ ovaj ga nema u tablici...Za njega ¢emo upotrebiti pravilo za stepenovanje, da je - =X

1 —12+1 x—ll 1
J‘de:-[xilzdx: +C:_+C_—ll
X -12+1 -11 —11x

Najbolje je da se mi podsetimo svih pravila za stepenovanje i korenovanje:

1) a’ =1
2)a" = !

n

3)a"-a"=a""
4) a":a"=a""
5) (@") =a™

6) (a-b)=a"-b"

(5] -5
o(3) ()
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Nastavimo sa primerima. ..

5. Ix Rfxdx = Upotrebimo pravila za stepen i koren da “ pripremimo” podintegralnu funkciju :

1 1 4
x-3x:x1-x§=x1+§=x5
. 4 7 7
il 3 3 3
Ix-%dxzjﬁdxzj +C=x7+C=3i C
—+1 - 7
3 3

PP o 1 5Y
6. Js = f =3 "

J. xy xNxde=2
7
"Spakujemo" podintegralnu funkciju /xv xx =y x\/\/ xx = \/x(‘/x_3 = \/\4/ xtxt = E/x_7 =x?

7 15 15
o] =

7 8 8 8
jxsdxzx +C:x—+C:8x +C
7 15 15
i+1 -
8 8

Da se upoznamo i sa osnovnim svojstvima neodredjenog integrala:

1) j A f(x)dx=A- j f(x)dx | gde je A konstanta (broj)

Dakle, sli¢no kao i kod izvoda, konstanta (broj) izlazi ispred integrala...

www.matematiranje.com

3



Primeri:

8.
J-4x3dx =7

4
j4x3dx=4jx3dx:\4\x—+C=x4 +C

9.

.[‘%xdx—Q

jrtcdx:l-j%dx —In|x|+C
10.

IZﬂ sin xdx =?

.[27r sin xdx =27 -Isin xdx =27 -(—cosx)+C=-2rcosx+C

) |/ ()t g(0ldr = [ f(x)dx+ [ g(x)dx

Opet slicno kao kod izvoda: Ako imamo zbir ili razliku viSe funkcija od svake trazimo posebno integral...

11.

j (4x% +2x-3)dx =?

J-(4x2 +2x-3)dx = .[ 4xdx + J- 2xdx — .[ 3dx = konstante izbacimo ispred integrala...
= 4J-xzdx + 2jxdx—3jdx

3 2 3
=42 121 _3xrc=[4t P -3x+C
3 2 3

12.
j(5cosx+le*—2x3+f— ,23 +2-5%)dx =2
3 X sin”Xx
1 4 2 1 1
j(Scosx+—ex—2x3+—— , f +2-5")dx=5jcosxdx+—j e”‘dx—2j x3dx+4j —dx—23J' ,d)zc +2-I 5%dx =
3 X sin”Xx 3 X sin” x
4 x
=5 sinx+le"—2x—+4ln|x|—23(—ctgx)+2 S
3 4 In5
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13.

jgdx =?
X
+
Kod ovog i sli¢nih integrala ¢emo upotrebiti AEB = % ig

fxx—zzdx = j(x_)z_%)dx = .[()C_2 —2x7)dx = .[x_zdx—2j xdx

—2+1 —3+1
-2 22X _Lic
—2+1 -3+1
= —1+L2+C
X X

14.
x+l  gx-1
j 2—5dx )
10"

Da prisredimo najpre malo podintegralnu funkciju...

5 5

X 1
P ] 2"-21_5_1_2.(3)"_1 (i) _2.(1j"_1.(1)"
10" 10" 100 107 10) 510 5) 512
2 _ 5t 1 (1Y Y 1 (1Y)
—dx 2 — | = ldx=2|=| dx—|—=|—=| dx=
o= e {5) 55 =2 (5] e T3 3)
) G)
zzj(lj dx_lj‘(lj dx =2 - 51 _l 21 +C
5 592 ml 5t
5 2

15.

2

j zx 1a’x =? Ovo je tip integrala koji najlakse reSavamo malim "trikom" ( dodamo 1 i oduzmemo 1)
x4+

2 2411 1 1 Peal 1
J& dx:jxxjﬂ o Ii ild _Ix2+1dx:j,r/ildx_jx2+ldx

x +1

:J-dx—.[ x21+1dx:|x—arctgx+C|

I ovde ¢e nam trebati znanje iz trigonometrije. Da se podsetimo nekih najvaznijih formula:  www.matematiranje.com
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Osnovni triconometrijski indetiteti

1)sin® a +cos’ a =1

sina
2) tga =
cosa
cosa
3) ctga =—
sin

4) tga-ctga =1

Adicione formule

sin(a + ) =sina cos f+cosasin sin(a — ) =sina cos f —cosasin
cos(a + ) =cosacos f—sinasin cos(a— ff) =cosa cos f+sinasin
tgo +t, 1go —t.
tg(a+ﬂ):g—gﬂ tg(a_'g):g—gﬂ
l-tga-tgf l+tga-tgf
ctga-ctgff—1 ctga -ctgff+1
ctg(a + fB) _ctga-cigf-1 cte(a - fB) _ctga-cigh+l
ctgf+ctga ctgf —ctga

Polovina ugla

) .. ) . 1- 2
1. sinZ=+[—B% i 2sin?%=1-cosa odnosno| sin’x = — ¥
2 2 2 2

1 .. 1 2
2. cosg:iw/m ili 2c08> % =1+cosa odnosno |cos® x = — 03 <*
2 2 2 2
1_
2 V1+cosa
4 ctgg:i /1+cosa
2 l-cosa

Transformacije zbira i razlike u proizvod Dvostruki ugao
. . . a+ o-— . .
I. sina +sin f =2sin 'Bcos 2ﬂ l. sin2a =2sina cosa
. . a+p . a- .
2. sina@—sin f=2cos 'Bsm 2'8 2. cos2a =cos’ a—sin’ «
a+ a-— 2tga
3. cosa+cosfF=2cos ﬂcos p 3.1g2a = g2
2 l-tg’ax
. a+pB . a- tg’a—1
4. cosa —cos ff =—-2sin P sin P 4. ctg2a = -
2 2ctga
sin(a
5. tgaitgﬂz—( A
cosa cos f
sin(a
6. Cth( * Ctgﬁ = (—ﬂ) www.matematiranje.com
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16.

cos2x 3 2
j x =7 treba nam formula | Cc0S2x =cos” x—sin x|
sin® x-cos® x
c0S 2x cos’ x —sin’ x . .
J-ﬁdx = J-ﬁdx = rastavimo na dva integrala...
sin” x-cos” x sin” x-cos” x
2 - 2
cos” x sin” x )
J- — 5 dx—.[ — ~—dx = skratimo...
sin” x-cos” x sin” x-cos” x

cosx Sy
J-smeS\zq)C '[Mcosx

J-.lz dx—.[ 1 dx—|—ctgx tgx+C|
sin” x cos’ x

x = 1 dobijamo dva tabli¢na integrala...

17.

dx .2 2
jﬁ =? treba nam formula | sin“ x+cos” x = 1|
sin” x-cos” x

: 2 2
1-dx ) 1 sin” x+cos” x
J-—_ 5 =uz dx je l,zarne?ZJ- - 5 dsz-—_ 5 >
sin” x-cos” x sin” x-cos” x sin” x-cos” x

.2
sin” x cos® x .
J- dx + .[ dx = skratimo...
sin’ x-cos® x sin’ x-cos” x

J-de + .[ N dx = 1 dobijamo dva tabli¢na integrala...

sy -cos® x sin? x - oSS
1 1
J- > dx—.[ ——dx =|tgx+cigx+C
cos” x sin” x

18.

J-tgzxdx =7

Ovde koristimo tgx = S X
CoS X

sin” x L .
jtgzxdx :j -—dx = kako je sina+cos’a=1— |sm2 a=
cos” x

J‘lc:):s(,)sxad J‘cos xdx J‘,zgss X Icoi xdx Idx—

dx = rastavimo na dva integrala...
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19.

18x* -2
J- 3x-1

dx =1

Probamo da sredimo podintegralnu funkciju, ako nece, mora se koristiti neki drugi trik( druga metoda)...

B _ 2 3x+1
18x'-2 _20x' 1) 2BxNGr+l) oo

3x—1 3x—1 Bl

Sad je vec¢ lakse...

j18x2 -2

2
Y dx=j(6x+2)dx=6jxdx+2_[dx=6x?+2x+C=
x_

20.
J-2+\/_dx ?
4-x 20 _@-Ynesn _@-mesdn o !
2+\/; 2+\/_ 2+\/_ M
2 2 _ﬁ B _2)6E
j2+\/_dx I(2 x?)dx = _[2de dx =2x 3 +C=|2x 3 +C
2
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