DIFERENCIJALNE JEDNACINE KRETANJA
SISTEMA MATERIJALNIH TACKA

1. DALAMBEROYV PRINCIP
2.1 Dalamberov (D'Alambert) princip za jednu materijalnu tacku
Polazimo do II Njutnovog zakona:
mda=F+R F=aktivnasila R =reakcija veze
koji se moZe napisati u obliku:
>
F+R+i(-ma)=0

Gornja relacija se moZe interpretirati kao uslov ravnoteZe pri ¢emu ¢lan F” = -ma predstavlja

inercijalnu silu koja deluje na posmatranu tac¢ku.

2.1 Dalamberov princip za sistem tacaka
ma, =F, +R, =12...N
F,+R, +(-m,ad,)=0

F, = rezultanta aktivnih sila koje deluju na tacku k

R, = rezultanta reaktivnih sila koje deluju na tacku k

F,+R +F"=0 =12...N

F/" =-m,a, | inercijalna sila koja deluje na tacku "k"

U proizvolinom vremenskom trenutku zbir aktivnih. reaktivnih i inercijalnih sila za svaku od
materijalnih tacka sistema je jednak nuli ( => uslovi ravnoteze !)

2. SISTEM TACAKA, OSNOVNI OBLIK DIF. JEDNACINA KRETANJA

Za svaku od k=1,2...N tadaka vaZi II Njutnov zakon (odnosno "uslov ravnoteZe" po Dalam-
berovom principu):

m,d, = F, + R, k=12...N

U koordinatnom obliku:
mkxk = Fk).‘ + ka
myy = Fk}, ¥ R;fy 3N uslovnih jednacina



Kod sistema sa  holonomnih (u op3tem slu¢aju nestacionarnih) veza KoOrainate tacaka s mogu
izraziti preko n=3N-r generalisanih koordinata:

x4 (0) = % (10, @ (1), @3 (O, (1), 1)
V()=

Prema tome, broj nepoznatih generalisanih koordinata gi(t) i reakcija veza Sy(1) je:
qi(t) i=12.....n
Sm(’) m:1,2....r

— n+r broj nepoznatih

Dakle, broj jednatina je jednak broju nepoznatih:

Uprostoru: 3N=n+tr
( U ravni: 2N=ntr)

Y
broj broj _
jednacina nepoznatih

Integracijom 3N (u ravni 2N) diferencijalnih jedna¢ina kretanja paraleleno se odredjuju nepoznate
generalisane koordinate g,(f) i reakcije veza S (£)

3. OPSTA JEDNACINA DINAMIKE (LAGRANZ-DALAMBEROV PRINCIP)
3.1 Virtuelna pomeranja sistema tacaka

Vektor poloZaja proizvoljne tatke P je:

7 (1) = Fe(@y (0,42 (0, G5 (1) g, (0).1) g2 N




Vektora virtuelnog pomeranja tacke r je.

57, = . —% 3,

i=1 i

gde su 8g,nezavisne varijacije generalisanih koordinata ¢; i=1.2....n

3.2 Opéta jednacina dinamike

Polazimo od:
F +R +F"=0 =12...N

Mnozeéi gornju relaciju sa 87 dobijamo da je virtuelni rad aktivnih, reaktivnih i inercijalnih sila
koje deluju na taku jednak nuli:

Sumiranjem po svim tatkama sledi:
o N _.
k '6?" +sz 'SF""‘ ZF;:H 'BFk . 0
k=1 k=1

=0
kod sistema sa idealnim vezama

Ukupan virtuelni rad kod sistema tadaka sa idealnim vezama je:

N N _. [ e
SF, o7+ Y F-87,=0 <= X(F - myd,) 87 =0
k=1 k=1 k=1

Gornja relacija je Op3ta jednacina dinamike (Lagranz-Dalamberova jednatina) prema kojoj je

7bir radova aktivnih i inercijalnih sila na virtuelnim pomeranjima sisteéma tataka sa idealnim
vezama u svakom vremenskom trenutku je jednak nuli:

BAF +6Am = 0

3.3 Op§ta jednadina statike
Kada su ubrzanja jednaka nuli (sistem miruje ili se krece translatorno konstantnom brzinom), tada
fe:
Noe o 3
SAF = ZFk -5?‘k :0
=1



1. LAGRANZOVE JEDNACINE KRETANJA DRUGE VRSTE

Virtuelni rad aktivnih sila se moZe transformisati na:

n

e or, n
F ZE‘L‘SQE =2 0:8q;
q;

M=

F, -8F, =

1=

84, =

=
Il

1

=
1l

1 i=l i=l

gde je O, generalisana sila koja odgovara stepenu slobode i=1,2....n

N OF
Qi = ZFk —E
k=1 oq;

Virtuelni rad inercijalnih sila se moZe transformisati na:

> = g dlaor ) or
84, =¥ (-ma,)-dr, = ——| — |+—) 8¢,
i zll( ki) Ory ;( dt(é‘q,) aq,-) q
Ukupan virtuelni rad je:
LA & ot B d{eér | orT
Z(Fk_mkak)'srk:Z(Qj—-*.— +—) 3, =0
k=1 i=1 di\ o4, ) 04,

Posto su 8g; medjusobno nezavisne varijacije, iz gornje jednacine sledi n diferencijalnih jednalina
kretanja koje se zovu LagranZove jednadine kretanja druge vrste:

4 E el ) i=1,2...n => ¢ =q(0)
dr\04;) 0q;

U zadacima, generalisana sila Q; s najéesée sratunava iz virtuelnog rada:

g Sei

L Z
= — = OF, s
TN

OdF ;= virtuelni rad aktivnihi sila

i)~ virtuelno pomeranje tacke & — za 8q;i#0 8g=0 j#*i ij=1,2..n

e




