7.1 Rodrigov obrazac
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Odavde, imajuéi uvidu Rx k =pxk, sledi Rodrigov obrazac:

Mp=1g- kx(B+p")

koji odredjuje vektor pomeranja tatke tela pri obrtanju tela za ugao @. U slu¢aju elementarne
rotacije tj. kada @ — do, zanemarujuéi male veli¢ine viSeg rada, dobijamo vektor elementarnog
pomeranja tacke tela.

dp=dpxp=dpx R d = do k

7.2 Brzina i ubrzanje pri obrtanju tela oko nepokretne ose

Vektor brzine proizvoljne tacke tela je:

. odp . . . s
V= .-E =OXP=0Xx R
dt
) A i - . ’ do .
ode je vektor ugaone brzine je ® = ok = ©V a algebarska vrednost ugaone brzine ® = e o)

Vektor ubrzanja tacke tela je:

§=§x§+éx(cﬁx§):§xﬁ - o’R

gde su vektor ugaonog ubrzanja i al oebarska vrednost ugaonog ubrzanja:

E=gk=¢V E=0=0



8. OBRTANJE KRUTOG TELA OKO NEPOKRETNE TACKE (SFERNO KRETANJE)

8.1 Konacne jednaéine kretanja

Konacne jednaline ¥vreda n_ya JE(’QCL.‘

v =y(t) 0 =6(r) ?=0()

Konacne jednacine kretanja tatke sa materijalnim koordinatama &, n i £ su:

x(1) g
y)p=[4] in [4]=[a,®)]
z(t) ¢

gde su koeficijenti a; dati u funkciji Ojlerovih uglova (poglavlje 3).

8.2 Dalamberova (D’Alambert) teorema, osa ekvivalentne rotacije i trenutna osa rotacije

Prema Dalamberovoj teoremi, svako telo koje vrsi sferno kretanje moZemo prevesti iz polaznog
poloZaja (trenutak f1) u neki drugi poloZaj (trenutak #;) obrtanjem oko ose koja prolazi kroz tu
taCku. Ova osa se zove osa ekvivalentne rotacije i ona zavisi od ova dva poloZaja.

Vektor pomeranja tatke tela usled obrtanja tela oko osa ekevivalentne rotacije je, prema
Rodrigovom obrazcu, dat sa:

& W e o
Ap =r‘<._-,7v—:2-‘li Spgx(P+p')
gde je @r ugao ekvivalentne rotacije. Interval £,-#; se moZe podeliti na iz podintervala Ar=(t,-1;)/n,
Svakom od tih podintervala odgovara jedna osa ekvivalentne rotacije, pa se sferno kretanje moze
prikazati kao niz uzastopnih obrtanja oko osa ekvivalentnih rotacije u pomenutim intervalima. Kada

At—0, osa ekvivalentne rotacije iz tog intervala teZi trenutnoj osi rotacije kojoj odgovara
elementarno (infinitezimalno) obrtanje:

d® = dd 5, = vektor elementarne rotacije,

5, = jediniCni vektor trenutne ose rotacije.

Naglasimo da d® (za razliku od d®) ne predstavlja diferencijal neke funkcije veé samo oznaku za
infinitezimalno obrtanje.

Infinitezimalno pomeranje tagke tela usled infinitezimalnog obrtanja oko trenutne ose rotacije je:

dp=dDdxp



8. 3 Infinitezimalne (elementarne) i kona&ne rotacije

Ako telu koje moZe da se obrée oko nepokretne tadke saopStimo niz uzastopnih elementarnih

obrtanja, vektor pomeranja tacke tela &iji je pocetni vektor polozaja p dat je sa:

dp = (dD, +ADy +coorc +dAD YXP + (coorrrrr, )

~

Clan (...... ) predstavlja male veli¢ine viSeg reda. Zanemarivanjem ovog Clana dobijamo da je
pomeranje tela posledica rezultujuée elementarne rotacije koja je jednaka vektorskom zbiru
pojedinih rotacija. Redosled elementarnih rotaciia ne utiée na definitivni poloZaj tela, §to je
neposredna posledica komutativnosti vektorskog zbira. Definitivno, elementarne rotacije
ispunjavaju sve uslove da budu tretirane kao vektorske veli¢ine.

Ako telu saopstimo niz konaénih obrtanja oko pojedinih osa, zavréni polozaj proizvoljne tacke tela

je:
h=[a] [4] - [4,]" &}

Zbog nekomutativnosti matriénih prosizvoda, zakljuéujemo da je zavr$ni poloZaj tela zavisi od

redosled/konaénih rotaciia.
[a

8.4 Ugaona brzina i brzina tacke tela

Brzina proizvoljne tadke tela je:

=(_l.)x5

gde jep vektor poloZaja tacke a @(¢) vektor ugaone brzine:

.. _ dD B,
o) =—=w(f) sy(f
® 5 o050
Vektor ugaone brzine u prostornom i materijalnom trijedru:

B(1) =0, ()i +0,) ] +0,(0)k =0, () A1)+, () () + o (£) ¥()

Ugaonu brzinu je moguce dovesti u vezu sa brzinom promene Ojlerovih uglova. Poéi éemo od
rezultujuceg elementarnog obrtanja koje je posledica infinitezimalne promene Ojlerovih uglova je:.

dd = dyk + doi + dpv

Odatle se za vektor ugaone brzine dobija:

ao

®=\k+67+¢v G



Projekeije gornje relacije na ose prostornog i materijalnog trijedra daju vezu izmedju koordinata
vektora ugaone brzine i brzine priradtaja Ojlerovih uglova:

s ®, =0 cosy + ¢ siny sin®
d=yk+07+¢v o j = coy=ésint|1—q': cosy sin@
k ©, =y +( cosd
oo, ®; =\ sing sinB+6 coso
®=yk+07+¢pv = B = o,=Vy cos@ sin® -9 sing
v

®, =@+ cosb

Pri gornjim izratunavanjima uzeto je obzir da su veze izmedju jedini¢nih vektora materijalnog i
prostornog trijedra date preko elemenata matrice rotacije ay Jasno je da vazi:

(Da , @, mg
o, :[A] @, ®, =[A]T o,
Wy o, o, O,

8.5 Jednadina trenutne ose, nepokretan i pokratan aksioid.
Na trenutnoj osi brzine svih ta¢aka su nula, odnosno:
dxp =0.

Razvijanjem ovog vektorskog proizvoda moguée je u svakom vremenskom trenutku dobiti
jednagine trenutne ose rotacije u prostornom i materijalnom trijedru:

X __ Yy _ =z RPN .
Dy ('t) wy (E) (Dz (t) O)E, (t) (Dq (f) UJC (f)

Sa promenom ugaone brzine trenutna osa rotacija menja tokom vremena svoj poloZaj u prostoru
(dakle, u odnosu na nepokretni strijedru) i u odnosu na telo (dakle, prema materijalnom trijedru).
Skup svih osa obrtanja u odnosu na nepokretni trijedar daje konusne povrs koja se zove nepokretni
aksioid. Isto tako skup svih trenutnih osa u odnosu na pokretan trijedar daje pokretan aksiod. MoZe
se pokazati da je sferno kretanje tela moguée interpretirati kao kotrljanje pokretnog aksioida po
nepokretnom aksoidu.

8.6 Ubrzanja tadaka tela i ugaono ubrzanje pri sfernom kretanju

Ubrzanje proizvoljne tagke tela je:

Prvi €lan je obrtno (ili rotaciono obrzanje), dok je drugi €lan aksipetalo ubrzanje ¢iji je vektor
usmeren nomalno ka trenutnoj osi obrtanja. Vektor ugaonog ubrzania je-




5 = 900 _ do(t) dE; :(t)

e So(8) + (1)

1 on sadrzi dve karakteristiéne komponente. Prva je posledica promene algebarske vrednosti ugaon
brzine, a druga nastaje od promene pravca vektora ugaone brzine.

Koordinate vektora ugaonog ubrzanja koje odgovaraju prostornom trijedru su:

HOE %(mx(t)f+my(r)jﬂnz(r)f):ax(r)? +e,(0j+e.(Dk

gde su:
E, =0, =%(9 cos\y + ¢ siny sin0)
PR Bsi ; 6
ay—a)y—;t( siny — @ cosy sin0)
; B it
E, =®, :a-t-(\p+(p cos0)

Koordinate vektora ugaonog ubrzanja u materijalnom trijedru su:

&) = g;(oa £ KO+ 0, (0) () + 0, () H0))= b () A1) + 6, () (1) + 0, (1) T(1) + m\@ =
=g (1) M) +&,(0) i)+, (1) V() !

gde su:

€ =M =%(q’; sing sin0 + 0 cosQ)

gy =0, =—§;(q’1 cos sin@—6 sing)

d
g€ =0, =—(@+\ cosB
=0, dt(tpw )

Pri izratunavanju izvoda vektora ugaone brzine uzeto je u obzir da su izvodi po vremenu jediniénih
. : dh_ . o di &
vektora materijalnog trijedra: — =@ x A, L oS 90 b 1—=0xV.
dt dt at



